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nelle scienze. [] 2. Isomorfismo tra modelli. [] 3.
Teoremi di rappresentazione. [1 4. Tipi di modelli:
a) rappresentaziont in termini di misure; b) modelli di re-
gressione; ) modelli osservabili non markoviani con ipotest
di processo; d) modelli continuz. [] 5. Alcune questioni
generali. [ Bibliografia.

1. 1l significato del termine ‘modello’ nelle
scienze.

Il termine ‘modello’ non & usato esclusivamente
in ambito scientifico, ma nei contesti pit vari. Gia-
scuno di noi sa che cosa & il modello fisico di un edi-
ficio, di una nave, di un aeroplano. In effetti model-
li del genere — specialmente modellini di aeroplani
e di automobili — vengono spesso regalati ai bam-
bini. (Modelli analoghi trovano un diffuso impiego
tecnico in ingegneria). Si parla anche di eserciti mo-
dello, ordinamenti modello, e cosi via, quando vie-
ne soddisfatto un certo standard progettuale. In molti
casi in cui si usa il termine ‘modello’ in questa acce-
zione non si fa riferimento a un’entita reale: per esem-
pio, quando si parla di governo modello non ci si ri-
ferisce a un qualche governo effettivo, ma a un in-
sieme di requisiti che un governo ideale si pensa do-
vrebbe soddisfare. Una terza accezione ancora del ter-
mine ‘modello’ si ha quando si considera un oggetto
concreto come ‘esemplare’ e se ne parla come di un
modello di un certo tipo.

Nella maggior parte dei contesti scientifici il ter-
mine ‘modello’ viene raramente usato per indicare
un esemplare concreto: in genere lo si usa per indi-
care un concetto che si avvicina molto a quello di
‘standard progettuale astratto’, cioé indipendente dai
dettagli. Ecco alcune citazioni campione che preci-
sano 1l senso in cui il termine ‘modello’ viene usato
nei contesti scientifici.

‘‘Si chiama modello di una teoria 7 una possibile
realizzazione in cui risultino soddisfatti tutti gli enun-
ciati validi di 77’ (v. Tarski, 1953, p. 11).

“‘Quindi il modello di scelta razionale costruito a par-
tire da confronti a due a due non sembra ben adat-
tarsi al caso del comportamento razionale conside-
rato nella situazione di gioco descritta’ (v. Arrow,
1951, p. 21.).

““Nel costruire il modello noi assumeremo che ogni
variabile sia un qualche tipo di media o di aggre-
gato dei valori relativi ai membri del gruppo. Per
esempio D potrebbe essere misurata collocando le
opinioni dei membri del gruppo su una scala, as-
segnando dei numeri alle posizioni lungo la scala
e calcolando la deviazione standard delle opinioni
dei membri del gruppo in termini di questi numeri.
Anche le variabili intermedie, benché non misurate
direttamente, possono essere pensate come medie

dei valori relativi ai singoli membri’’ (v. Simon,
1957, p. 116).

““Questo lavoro sui modelli matematici dell’ appren-
dimento non ha cercato di formalizzare un qualche
particolare sistema teorico di comportamento, anche
se I’influsso delle teorie di Guthrie e Hull & assai evi-
dente. In confronto con i precedenti tentativi di teo-
rizzazione matematica, il lavoro recente & stato mag-
giormente indirizzato ad analisi dettagliate dei dati
rilevanti per i modelli e al progetto di esperimenti per
verificare direttamente previsioni quantitative fatte
sulla base dei modelli’’ (v. Bush ed Estes, 1959, p. 3).

E prassi ampiamente diffusa in statistica matema-
tica e nelle scienze sociali usare il termine ‘modello’
per indicare I’insieme delle ipotesi quantitative della
teoria, cioe l’insieme degli enunciati che in una spe-
cifica trattazione saranno assunti come assiomi o che,
se non si tratta di enunciati sufficientemente esplici-
ti, costituiranno la base intuitiva per formulare un
insieme di assiomi. In econometria il termine ‘mo-
dello’ viene impiegato in un’accezione tecnica parti-
colare: in questo senso un modello & cio che per i lo-
gici € una classe di modelli, e ci6 che ilogici chiama-
no ‘modello’ & chiamato ‘struttura’ dagli econome-
tristi.

Nonostante le diverse accezioni del termine, si pud
dimostrare che il concetto di modello formulato da
Tarski pud essere adottato senza modifiche come con-
cetto fondamentale in tutte le discipline cui si riferi-
scono le citazioni sopra riportate. In questo senso il
concetto di modello ¢ lo stesso in matematica e nelle
scienze empiriche. La differenza fra queste discipli-
ne risiede nell’uso che fanno del concetto in questio-
ne. Nel tracciare questo confronto tra costanza di si-
gnificato e differenza d’uso la questione semantica,
talvolta difficile, di come si possa spiegare il signifi-
cato di un concetto senza far riferimento al suo uso
non si solleva. Noi useremo il concetto di modello
sempre nell’ambito di contesti tecnici ben definiti.
Dato questo significato tecnico del concetto di mo-
dello, 1 matematici si pongono un certo tipo di que-
siti sui modelli, mentre gli scienziati empirici tendo-
no a porsene di tipo diverso.

I modelli nelle scienze sociali. La citazione tratta da
Arrow esemplifica, nell’ambito delle scienze sociali,
una analoga, necessaria tendenza a un’estrema sem-
plificazione. Arrow fa riferimento al modello di scelta
razionale perché la teoria che ha in mente non forni-
sce una descrizione adeguata dei fenomeni che trat-
ta, ma solo uno schema molto semplificato. Le stes-
se osservazioni valgono nel caso della citazione trat-
ta da Simon. In Simon viene esemplificato un ulte-
riore fenomeno, molto comune nelle scienze sociali
e del comportamento: si formula una certa teoria in
termini ampi e generali; si effettuano alcuni esperi-
menti qualitativi per saggiare la teoria; quindi, in caso
di successo di questi esperimenti, gli scienziati inte-
ressati a teorie pilt quantitative ed esatte si dedicano
a quella che viene chiamata ‘la costruzione di un mo-
dello’ per la teoria originaria. Nel linguaggio dei lo-
gici sarebbe pill appropriato dire che, piuttosto che
a costruire un modello, essi sono interessati a costruire
una teoria quantitativa in cui tradurre le idee intui-
tive della teoria originale.
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Nella citazione tratta da Bush ed Estes viene in-
trodotta un’importante nozione, collegata, di fatto,
molto strettamente al concetto di modello usato dai
logici. Si tratta della nozione di modello impiegata
in statistica matematica, specialmente nella vasta let-
teratura riguardante la stima dei parametri nei mo-
delli e la verifica delle ipotesi su di essi. Generalmente
¢ semplice tradurre una trattazione statistica della sti-
ma dei parametri di un modello in una in cui 'uso
dei termini & in completo accordo con quello dei lo-
gici. L’analisi dettagliata di questioni statistiche ri-
chiede che si considerino i modelli quasi come entita
matematiche o insiemi astratti piuttosto che come
semplici entita fisiche. La domanda ‘in che misura
il modello si adatta ai dati?’ & una domanda natura-
le per gli statistici e gli scienziati sociali.

2. Isomorfismo tra modelli.

Uno dei concetti pit generali e utili applicabili a
una teoria & quello di isomorfismo tra due modelli
della teoria. In termini generali due modelli di una
teoria sono isomorfi quando presentano la stessa strut-
tura dal punto di vista dei concetti fondamentali della
teoria. Il compito cruciale della definizione formale
di isomorfismo per una teoria particolare consiste nel
rendere precisa questa nozione di stessa struttura.

A titolo di esempio possiamo considerare la teoria
ordinale della misura. I modelli di questa teoria so-
no chiamati usualmente ‘ordinamenti deboli’. La
struttura insiemistica astratta dei modelli di questa
teoria ¢ un insieme non vuoto 4 e una relazione bi-
naria R definita su questo insieme. Chiamiano una
tale coppia £ = (4, R) struttura di relazione sem-
plice. Si ha quindi la definizione seguente.

Definizione 1. Una struttura di relazione semplice S =

= (4, R) ¢ un ordinamento debole se ¢ solo se, per ogni x,
yezinA,

1) se xRy ¢ yRz allora xRz,
2) xRy o yRx.

La definizione di isomorfismo tra strutture di re-
lazione semplice dovrebbe essere evidente, ma vie-
ne fornita esplicitamente per maggior chiarezza, e va
sottolineato il fatto che la definizione di isomorfismo
dipende solo dalla struttura insiemistica astratta del-
le strutture di relazione semplice e non dall’imposi-
zione di assiomi indipendenti.

Definizione 2. Una struttura di relazione semplice S =
A, R) ¢ z'somo;fa a una struttura di relazione semplice
X" = (A’, R") se e solo se esiste una _funzione f tale che

1) il dominio di f sia A e il codominio di f sia A’
2) f sia una funzione inietiiva,

3) sex ¢y sono in A, allora xRy se e solo se f(x)R'f(y).

Per illustrare questa definizione di isomorfismo
consideriamo la domanda: ‘sono isomorfi due qual-
siasi ordinamenti deboli finiti con lo stesso numero
di elementi?’. Intuitivamente sembra chiaro che la
risposta dovrebbe essere negativa, perché in uno de-
gli ordinamenti deboli tutti gli oggetti potrebbero stare
nella relazione R con ogni altro e nell’altro no. E in-
teressante chiedersi quale sia il controesempio col do-
minio pit piccolo che possiamo costruire per mostrare

che un tale isomorfismo non esiste in generale. E su-
bito chiaro che due insiemi con un solo elemento non
rispondono allo scopo, perché, a meno di un isomor-
fismo, esiste solo un ordinamento debole con un sin-
golo elemento: I’ordinamento in base al quale quel-
’unico elemento sta nella data relazione R con se stes-
so. Tuttavia si pud trovare un controesempio aggiun-
gendo un solo elemento. Supponiamo che la relazio-
ne di uno dei due ordinamenti deboli sia la relazione
universale, cio&¢ R =4 x A, il prodotto cartesiano di
A con se stesso, e la relazione dell’altro sia una rela-
zione ‘minimale’ soddisfacente gli assiomi di un or-
dinamento debole, per esempio R’ = {(1, 1), (2, 2),

(1, 2)}. In questo caso si verifica facilmente che =

=(4,R)e ' = (4’, R") sono entrambi ordina-
menti deboli con domini di cardinalitd due, ma {
non pud essere isomorfo a ¢’

3. Teoremi di rappresentazione.

Il concetto di isomorfismo ha un ruolo cruciale
quando si tratta di caratterizzare la natura dei mo-
delli di una teoria. Forse la caratterizzazione miglio-
re e piu potente dei modelli di una teoria & espressa
in termini di un teorema di rappresentazione signi-
ficativo. Per teorema di rappresentazione per una teoria
si intende quanto segue. Si mostra che una certa classe
di modelli di una teoria, che si distinguono per una
qualche ragione concettuale intuitivamente chiara,
esemplifica, a meno di un isomorfismo, ogni model-
lo della teoria. Piti precisamente, sia M I’insieme di
tutti i modelli di una teoria e sia B un qualche sot-
toinsieme distinto di M. Un teorema di rappresen-
tazione per M rispetto a B dovrebbe consistere nel-
I’asserzione che, dato un qualsiasi modello M in M,
esiste un modello in B isomorfo a M. In altre parole,
dal punto di vista della teoria ogni possibile cambia-
mento di modello ¢ esemplificato all’interno dell’in-
sieme ristretto B. E chiaro che si pud sempre dimo-
strare un teorema di rappresentazione banale pren-
dendo B = M. Un teorema di rappresentazione &
interessante soltanto nella misura in cui lo & il signi-
ficato intuitivo della classe B dei modelli. Un esem-
pio di teorema di rappresentazione semplice ed ele-
gante & il teorema di Cayley secondo cui ogni grup-
po ¢ isomorfo a un gruppo di trasformazioni. Il con-
cetto di gruppo, quale ¢ stato formulato nel XIX se-
colo, ha avuto origine, fra 1’altro, dallo studio delle
funzioni iniettive da un insieme a se stesso. Tali fun-
zioni sono chiamate, in genere, ‘trasformazioni’. E
interessante e sorprendente il fatto che gli assiomi ele-
mentari della teoria dei gruppi bastino a caratteriz-
zare le trasformazioni in questo senso astratto, cioe
che si possa mostrare che un qualsiasi modello degli
assiomi, ovvero un gruppo qualsiasi, ¢ isomorfo a un
gruppo di trasformazioni (per una discussione e una
dimostrazione di questo teorema v. Suppes, 1957,
cap. 12).

Certi casi di teoremi di rappresentazione rivesto-
no un interesse speciale. Quando si puo prendere co-
me insieme B un insieme costituito da un solo ele-
mento, allora si dice che la teoria ¢ ‘categorica’. In
altri termini una teoria & categorica quando due suoi
modelli qualsiasi sono isomorfi. Pertanto una teoria
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categorica in realtd ha, a meno di un isomorfismo,
un solo modello. Esempi di teorie categoriche sono
la teoria elementare del numeri, quando si impiega
un concetto standard di insieme, € la teoria elemen-
tare dei numeri reali, quando si impiega lo stesso con-
cetto standard di insieme.

Da un punto di vista psicologico si pud probabil-
mente dimostrare che una teoria & considerata astratta
quando la classe dei suoi modelli diventa tanto am-
pia che non ¢ possibile fornire una qualche immagi-
ne, o raffigurazione, semplice di un suo modello ti-
pico. La gamma dei modelli & troppo diversificata;
la teoria & altamente non categorica. Un altro signi-
ficato dell’aggettivo ‘astratto’, strettamente collega-
to al precedente, & quello secondo cui certe proprie-
th intuitive e spesso, forse, complesse del modello ori-
ginale della teoria sono state tralasciate — come nel
caso dei gruppi — e si passa a parlare di modelli che
soddisfano una teoria anche se essi hanno una strut-
tura interna molto pitt semplice del modello intuiti-
vo originario. Questo significato del termine ‘astrat-
to’ & molto vicino a quello etimologico.

Omomorfismo tra modelli. In molti casi di pertinenza
della matematica pura un teorema di rappresenta-
zione formulato in termini di isomorfismo tra mo-
delli si rivela meno interessante di un teorema di rap-
presentazione espresso in termini della nozione, pitt
debole, di omomorfismo. Un buon esempio di un caso
del genere nell’ambito delle scienze sociali & fornito
dalle teorie della misurazione, e la generalizzazione
dall’isomorfismo all’omomorfismo pud essere illustra-
ta nel contesto di tali teorie. Quando consideriamo
operazioni di misurazione generali ¢ evidente che,
in base al concetto strutturale di isomorfismo, noi sa-
remmo indotti a pensare, a prima vista, che I’isomor-
fismo intercorra tra un modello empirico della teo-
ria della misurazione e un modello numerico. Per mo-
dello empirico intendiamo un modello in cui ’insieme
fondamentale & un insieme di oggetti empirici e per
modello numerico un modello in cui I'insieme fondamen-
tale &€ un insieme di numeri. Ma un esame appena
un po’ piu dettagliato della questione evidenzia che
ben presto insorgono difficolta circa I’isomorfismo.
Nella stragrande maggioranza dei casi in cui si effet-
tuano misurazioni a oggetti fisici distinti viene asse-
gnato lo stesso numero e quindi la relazione inietti-
va richiesta per 1’isomorfismo tra modelli non sussi-
ste. Fortunatamente questo indebolimento del requi-
sito della iniettivita per I’isomorfismo & I’unico aspetto
della nozione generale che dobbiamo cambiare per
ottenere, nel caso delle teorie della misurazione, una
definizione adeguata del rapporto tra modelli empi-
rici e modelli numerici.

4. Tipi di modelli.

Nelle scienze fisiche si & soliti, per antica tradizio-
ne, derivare da ipotesi empiriche qualitative o quan-
titative le equazioni differenziali che governano, al-
meno in prima approssimazione, una gran varieta
di fenoment fisici. I procedimenti di derivazione di
alcune di queste equazioni — per esempio delle equa-
zioni di Navier-Stokes per 1 fluidi idrodinamici —
vanno annoverati fra le analisi concettuali pit im-

portanti della storia della fisica. La formulazione di
equazioni differenziali classiche ¢ molto importante
anche nella routine quotidiana delle scienze fisiche, nel
cul ambito si derivano equazioni specifiche per rap-
presentare matematicamente particolari circostanze
che possono avere in sé una considerevole rilevanza
pratica, pur senza rivestire un interesse scientifico uni-
versale. Di importanza fondamentale per le applica-
zioni delle teorie fisiche ai fenomeni empirici & la lun-
ga e feconda tradizione di tali procedimenti di deri-
vazione.

Metodi analoghi non sono altrettanto ben svilup-
pati nelle scienze sociali, e basta passare in rassegna
le principali pubblicazioni del settore, nelle quali ven-
gono proposti e verificati modelli, per rendersi con-
to che la formulazione di equazioni differenziali non
domina assolutamente la derivazione dei modelli nel-
I’ambito delle scienze sociali.

In questo articolo sono presi in esame quattro dif-
ferenti tipi di modelli: le rappresentazioni in termini
di misure, i modelli di regressione, i modelli osser-
vabili non markoviani con ipotesi di processo e, infi-
ne, 1 modelli costituiti dalle equazioni differenziali
classiche, cosi caratteristici delle scienze fisiche.

4a. Rappresentazioni in termini di misure.

In quasi tutte le discipline scientifiche si sa che sen-
za misura non puo esservi né un controllo preciso né
una previsione dei fenomeni. Nell’ambito di disci-
pline, come, in primo luogo, le scienze sociali, che
non hanno una lunga tradizione di teorie quantitati-
ve la formulazione di una teoria della misurazione
puo svolgere un ruolo centrale nell’indagine scienti-
fica. Possiamo descrivere questa attivita generale co-
me la costruzione di modelli di misurazione in cui
relazioni e operazioni empiriche qualitative che pos-
sono essere trattate sperimentalmente in modo espli-
cito costituiscono la base di una teoria assiomatica
qualitativa di procedimenti di misurazione. Da un
punto di vista sperimentale o empirico il problema
consiste nel mostrare fino a che punto gli assiomi po-
stulati possano effettivamente essere verificati speri-
mentalmente. Da un punto di vista formale, d’altra
parte, il compito principale consiste nel mostrare che
gli assiomi sono formalmente adeguati, cio¢ che, per
ogni realizzazione delle relazioni e delle funzioni qua-
litative che sono alla base degli assiomi empirici, si
puo derivare una rappresentazione in termini di mi-
sure numeriche. L’argomento ha una lunga storia che
non pud essere tratteggiata in questa sede. Analiz-
zeremo un solo, ma significativo, esempio, e preci-
samente gli sforzi per capire gli ordinamenti di pro-
babilita qualitativi. Sia per motivi di interesse psico-
logico — quali risultano riflessi nello studio empiri-
co delle credenze e delle decisioni — sia per ragioni
normative, legate agli approcci bayesiani alla stati-
stica, la teoria delle relazioni di probabilita qualita-
tive ha ormai raggiunto un grado di sviluppo assai
elevato. Per dare un’idea di come vengano costruite
e studiate le rappresentazioni in termini di misure
basta considerare ’esempio seguente, che tralascia
ogni questione riguardante la misura dell’utilita e si
concentra interamente sulla misura della probabili-
ta soggettiva.




750 Modelli

Sia  un insierne non vuoto e sia ¥ un’algebra
di eventi su {, cioé un’algebra di i 1n51em1 su (. Sia
> un ordlnamento qualitativo su 3. L 1nterpreta—
zione di 4 > B per due eventi 4 e B & che 4 sia alme-
no tanto probabile quanto B. Una misura di probabili-
ta (finitamente additiva) P su > & streftamente corri-
spondente alla relazmne > se e solo se per ogni coppia
dieventi 4 e Bin J si ha

PA)=P(B)se esolose 4 = B

Sono note svariate condizioni che garantiscono I’e-
sistenza di una misura strettamente corrispondente.
Senza voler fornire una classificazione precisa, dicia-
mo che gli insiemi di condizioni sono del tipo seguen-
te: a) condizioni sufficienti ma non necessarie per 1’e-
sistenza di una misura unica quando 1’algebra degli
eventi & infinita (v. Koopman, 1940; v. Savage, 1954;
v. Suppes, 1956) b) condizioni sufficienti ma non
necessarie per I’unicitad quando 1’algebra degli even-
ti ¢ finita o infinita (v. Luce, 1967); c) condizioni suf-
ficienti ma non necessarie per ’unicitd quando [’al-
gebra degli eventi & finita (v. Suppes, 1969); d) con-
dizioni necessarie e sufficienti per I’esistenza di una
misura non necessariamente unica quando ’algebra
degli eventi & finita (v. Kraft e altri, 1959; v. Scott,
1964; v. Tversky, 1967). Una discussione alquanto
dettagliata di questi varl insiemi di condizioni si tro-
va in Krantz e altri (v., 1971, capp. 5 e 9).

Una vasta letteratura, tuttora in crescita, mostra
che & difficile fornire semplici condizioni qualitative
necessarie e sufficienti solo in termini di eventi. I)’al-
tra parte una semplificazione & relativamente facile
se sl introducono alcuni concetti ausiliari (v. Suppes
e Zanotti, 1976). Nel caso in esame si tratta di pas-
sare da un’algebra degli eventi a un’algebra delle fun-
zioni indicatrici estese degli eventi. Con quest’ulti-
mo concetto intendiamo quanto segue. Come sopra
sia {2 'insieme dei poss1b111 risultati e sia S un’alge-
bra di eventi su {2, cio¢ una famiglia non vuota di
sottoinsiemi di €. Inoltre 3 sia chiusa rispetto all’o-
perazione di passaggio al complementare e all’unio-
ne, ciot sia tale che, se contiene 4, contenga anche
-4 — il complcmento di 4 in @ — e, se contiene
A e B, contenga anche AUB. Sia 4°la “funzione in-
dicatrice (o funzione caratteristica) dell’evento 4. Cio
significa che 4° & una funzione definita su {2 tale che
per ogni w in { si ha

1 se wed

A(w) =
0 se wfgd.

L’ algebra 3*delle funzioni indicatrici estese relati-
ve a <3 & quindi proprio il pit1 piccolo semigruppo (ad-
ditivo) contenente le funz1on1 indicatrici di tutti gli
eventiin J. In altre parole J* & l'intersezione d1 tutti
gli insiemi dotatl della proprieta che, se 2 A ¢in 3, al-
lora A° & in J e, se A* e B* sono in J*, allora 4*
+ B¥&in J* ]'L facile mostrare che una qualsiasi
funzione A* in '3* & una funzione a valori interi de-
finita su Q. E I’estensione dalle funzioni indicatrici alle
funzioni a valori interi che giustifica il fatto di chia-
mare gli elementi di 3* ‘funzioni indicatrici estese’.

Gli ordmamentl di probablhta qualitativi devono
essere estesi da 3 a ¥* e va considerata la giustifi-
cazione intuitiva di questa estensione. Siano 4* e B*
due funzioni indicatrici estese in J*. Allora il fatto
che sia A* > B* significa che il valore atteso di 4*
¢ maggiore o uguale al valore atteso di B*. Come do-
vrebbe esser chiaro, le funzioni indicatrici estese non
sono altro che variabili casuali di tipo ristretto. Il con-
fronto qualitativo, quindi, non avviene pil fra le pro-
babilita che si verifichino gli eventi, ma fra i valori
attesi di certe variabili casuali ristrette. A loro volta
le funzioni indicatrici costituiscono, naturalmente,
una classe ancor piu ristretta di variabili casuali, ma
il confronto qualitativo fra i loro valori attesi & con-
cettualmente identico al confronto qualitativo fra le
probabilita che si verifichino gli eventi.

Gli assiomi sono incorporati nella definizione di
algebra qualitativa di funzioni indicatrici estese. Al-

cuni punti relativi alla notazione adottata richiedo-
no un chiarimento. In primo luogo { e §° sono le
funzioni indicatrici o caratteristiche dell’insieme {2 dei
possibili risultati e dell’insieme vuoto @, rispettiva-
mente. In secondo luogo la notazione n4* per una
funzione in 3* non & altro che la notazione standard
per indicare la somma (funzionale) di 4 * con se stessa
n volte. In terzo luogo si usa la stessa notazione per
indicare la relazmne d’ordine su J e la relazione d’or-
dine su 5¥*, perché quella su J¥* & un’estensione di
quella su 3: per 4 e Bin ¥ si ha

A > B se e solo se A" = B.

Infine la relazione d’ordine in senso stretto > & de-
finita nel solito modo: 4* > B* se e solo se A* =
B* e non B* > A.

Definizione 3. Sia Q un insieme non vuoto, sia R al—
gebra di insiemi su Q e sia = una relazione bmamz su I
Ualgebra delle funzioni mdzcamcz estese relative a 5. Allo-
ra Ualgebra qualitativa (Q, I3, >) ¢ qualitativamente sod-
disfacente se e solo se i seguenti assiomi risultano soddisfatti
per ogni A*, B* e C* in ;’3*.

Assioma 1. La relazione > 3 un ordinamento debole su

Assioma 2. & > @<

Assioma 3. A* = .

Assioma 4. A* > B*seesolose A*+C > B*+ C*

Assioma 5. Se A* > B¥, allora per ogni C* ¢ D* in

3* esiste un intero positivo n tale che sia

c\x

nd + C* > nB*+ D*.

Questi assiomi dovrebbero apparire familiari a chi
conosca la letteratura sulla probabilita qualitativa. Si
noti che I’assioma 4 (assioma di additivitd) rassomi-
glia molto all’assioma di additivita per gli eventi di
de Finetti: s¢e ANC = BNC = 9, allora A > B se
¢ solo se AUC = BUZC. Passando dagli eventi alle fun-
zioni indicatrici estese, 1’addizione funzionale sosti-
tuisce I’unione di insiemi. I.’aspetto formalmente im-
portante di questo passaggio risulta gia evidente nella
formulazione esatta dell’assioma 4: 1’additivita delle
funzioni indicatrici estese € incondizionata, non esi-
ste una restrizione corrispondente alla condizione
ANC = BNC = §. L’assenza di una tale restrizio-
ne ha importanti conseguenze formali, in quanto ci
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permette di applicare senza alcuna sostanziale mo-
dificazione la teoria generale della misurazione estesa.

Teorema. Sia Q un insieme non vuoto, sia S un’algebra
di insiemi su Q e sia > una relazione binaria su 3. Allora
una condizione necessaria e sufficiente perché esista una mi-
sura di probabilita strettamente corrispondente su 3 é che
esista un’estensione di > da S a * tale che Ialgebra qua-
litativa delle funzioni indicatrici estese (2, I*, >) sia qua-
litativamente soddisfacente. Inoltre la funzione di aspettativa
su I* ¢ unica.

Non ¢ possibile in questa sede fornire la dimostra-
zione del teorema enunciato, che & data in Suppes
e Zanotti (v., 1976), dove & riportata anche gran parte
della discussione precedente. Il fatto importante € che
nella dimostrazione del teorema si usano in modo
esplicito risultati standard della teoria generale della
misura estesa. L’estensione al caso della probabilita
si trova in Suppes e Zanotti (v., 1982).

4b. Modelli di regressione.

Per illustrare le idee che sono alla base di questi
modelli esaminiamo un’analisi delle cause dei livelli
di consumo, fatta in termini di reddito individuale
disponibile in una data popolazione. In questo ge-
nere di analisi, tipico del metodo della regressione,
non si pretende che I’ammontare del reddito dispo-
nibile sia I'unica causa del livello di consumo, ma
quasi tutti si aspettano che ne sia una delle cause
principali. La questione interessante & se il consu-
mo attuale sia influenzato dal reddito disponibile
passato.

Per esaminare alcuni modelli poniamo

(]

¢, = consumo nel periodo ¢ da parte dell’indivi-
duo o della famiglia z;
d, = reddito a disposizione di i nel periodo ¢,
e, per aggregazione di #z individui,
Ct= ?1 czt
e n
D=X d,.

1

(Per una buona discussione di tale aggregazione e di
altri aspetti metodologici dei modelli considerati in
questo paragrafo, v. Malinvaud, 1966, cap. 4).
In termini della notazione definita un ovvio mo-
dello lineare &
T
C=aqa Elb(t—r) D_, + ¢+ ¢,

()

t—7

dove a, ed ¢ sono costanti, b(f— 7) ¢ una costante per
il periodo ¢ — 7T ed ¢, ¢ il termine di errore per il pe-
riodo ¢. Nella formulazione probabilistica usuale si
assume che 1’aspettativa di ¢, sia zero.

Uno studio classico di Friedman (v., 1957) sui dati
annuali relativi al consumo e al reddito a disposizio-
ne dei capifamiglia negli Stati Uniti nel periodo 1905-
1951 — esclusi gli anni di guerra — conduce alla se-
guente versione numerica della (I):

C, = 0.29D, + 0.19D, , + 0.13D, , +

2
+ 0.09D,_, + 0.06D, , + 0.04D,_, — 4.

L’aspetto da sottolineare nel presente contesto &
che nella maggior parte degli studi empirici di eco-
nomia si usano come modelli gli ovvi tipi di modelli
di regressione lineare esemplificati dalle equazioni (1)
€ (2). Non si pretende quasi mai che tali modelli rap-
presentino esattamente i fenomeni in questione. Quel
che & importante & che tali modelli di regressione li-
neare rendano conto di buona parte delle variazioni
dei fenomeni. Generalmente il modo corretto di con-
cepire i modelli di regressione consiste nel conside-
rarli il punto di inizio di un’analisi con la conclusio-
ne. D’altra parte spesso essi riescono a render conto
di un’alta percentuale di variazione dei fenomeni e
quindi la ricerca di modelli pit dettagliati &, per molti
scopi, meno importante di quanto potrebbe sembrare.

4c. Modelli osservabili non markoviani con ipotesi di processo.

Il modello di apprendimento lineare che prende-
remo a esempio & stato ampiamente utilizzato nella
psicologia matematica e anche nello sviluppo dell’in-
gegneria dei processi di controllo. Esamineremo il
modello da un punto di vista concettuale nei termini
dell’apprendimento di un organismo. Supporremo
inoltre che la situazione si risolva in una serie discreta
di tentativi, anziché in un continuo temporale, ma
anche la generalizzazione al continuo temporale & in-
teressante.

Per semplicita supponiamo che a ogni tentativo
I’organismo possa dare esattamente una tra due ri-
sposte, 4, 0 4,, e che dopo ogni risposta esso riceva
il rinforzo, E, o E,, di una delle due risposte possi-
bili. Un parametro di apprendimento §, che & un nu-
mero reale tale che 0 < 6 < 1, descrive il tasso di
apprendimento in un modo che definiremo fra bre-
ve. Una possibile realizzazione della teoria & una terna
ordinata ({1, P, 0) del tipo seguente. Q & I’insieme di
tutte le sequenze di coppie ordinate tali che il primo
membro di ogni coppia ¢ un elemento di un certo
insieme 4 e il secondo membro un elemento di un
certo insieme B, entrambi contenenti due elementi.
Intuitivamente I’insieme 4 rappresenta le due possi-
bili risposte e ’insieme B i due possibili rinforzi. P
¢ una misura di probabilita sulla o-algebra degli in-
siemi cilindrici di @ e 6 &, come gi2 detto, un nume-
ro reale. Per definire i modelli della teoria dobbia-
mo introdurre alcune notazioni. 4, , ¢ I'evento costi-
tuito dalla risposta 4, al tentativo n; E , & ’evento
costituito dal rinforzo E, al tentativo n, dove , j =
= 1, 2; dato w in {2, sia w, la classe di equivalenza
di tutte le sequenze in { che sono identiche a w fino
al tentativo n. Possiamo allora caratterizzare i mo-
delli della teoria nel modo seguente.

Definizione 4. Una terna (Q, P, 0) é un modello di ap-
prendimento lineare se ¢ solo se risultano soddisfatti i seguen-
ti assiomi.

Assioma 1. Se PE, , A, , »,_;) > 0, allora

P(Az, n+l | Ez, n At’, n wn—l) =

= (1-0PA,, | &) +0.

Assioma 2. Se P(E, , A, , w, ) > 0¢i # j, allora
P(Az, n+1 | E}, n Az’, n wn—l) =

= (1-9)P4,, | o).
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Come risulta chiaro dai due assiomi, la teoria del-
la risposta lineare & intuitivamente molto semplice.
Il primo assioma afferma che quando una risposta
viene rinforzata la probabilita di fornire quella rispo-
sta al tentativo successivo aumenta mediante una sem-
plice trasformazione lineare. Il secondo assioma af-
ferma che se qualche altra risposta € rinforzata la pro-
babilita di fornire la risposta diminuisce mediante una
seconda trasformazione lineare. Questi modelli di ap-
prendimento lineari sono esempi di catene di ordine in-
finito, cosi dette perché la dipendenza dal passato non
termina dopo un periodo prefissato o un prefissato
numero di tentativi. Tuttavia noi troviamo molto na-
turale per svariate ragioni pensare in termini di pro-
cessi markoviani, in cui lo stato presente contiene tut-
ta I’informazione necessaria sul passato, sicché & stato
compiuto uno sforzo ben preciso per ridefinire il con-
cetto di stato per tali catene di ordine infinito intese
come modelli di apprendimento lineari. Quando il
rinforzo dato in corrispondenza del tentativo n dipen-
de probabilisticamente al piti dalla risposta immedia-
tamente precedente quel tentativo, allora le proba-
bilita di risposta possono essere prese come stati, ed
¢ facile mostrare — sotto la restrizione convenuta —
che il processo &€ markoviano. Esempi esaurienti di
questa impostazione markoviana sono presentati, in-
sieme con la teoria generale, in Norman (v., 1972).
Tuttavia questa impostazione non funziona nemmeno
per la semplice tabella di rinforzo markoviana se-

guente.

Sia P(E, ) = v, e

n+ 1

n E K

E, a l-a
Ez 1_18 6

In tal caso I'impostazione markoviana di Norman non
funziona, com’e facile mostrare. Le proprieta di que-
sto modello di apprendimento lineare sono ampia-
mente studiate in Estes e Suppes (v., 1959). Il mo-
dello & generalizzato a un continuo di risposte in Sup-
pes (v., 1959).

Qui presentiamo un semplice risultato asintotico
preso da Estes e Suppes (v., 1959), per illustrare il
tipo di quantita testabili derivate per una data tabel-
la di rinforzo o feedback. Sia , , (n) la probabilita che
I’evento costituito dal rinforzo E, si verifichi in cor-
rispondenza del tentativo z, posto che la risposta 4,
sia stata data » tentativi prima. Allora si ha

Ty (¥)

lim P4, ,) =

n-reo

1—7m, (»)+ 7y (¥) l

4d. Modelli continui.

Si & gia accennato all’importanza della derivazio-
ne di equazioni differenziali nelle scienze fisiche e in
una vasta gamma di applicazioni in ingegneria. Ta-

li derivazioni di equazioni differenziali svolgono un
ruolo anche nelle scienze sociali, pit nell’ambito del-
I’economia che altrove, ma vi sono svariati esempi
di equazioni differenziali, e delle rispettive deriva-
zioni da ipotesi empiriche o da principi, anche in psi-
cologia e in sociologia. Qui presentiamo un esempio
tratto dalla psicologia pedagogica, che mostra anche
parecchie caratteristiche dell’uso delle equazioni dif-
ferenziali nelle scienze fisiche. Per esempio il fatto
che, pur essendo i fenomeni in esame discreti, ai fini
dell’analisi & ragionevole derivare un’equazione dif-
ferenziale per l’approssimazione continua dei fe-
nomeni.

Alla base della particolare applicazione qui consi-
derata c’e il desiderio di poter predire i progressi di
uno studente che frequenti un corso, specie se si tratta
di un corso basato sull’impiego del computer e, per
di piv, individualizzato. Il metodo classico di valu-
tazione di un nuovo programma di studi nelle scuo-
le presenta un importante aspetto insoddisfacente.
Questo tipo di valutazione si effettua confrontando
1 test eseguiti prima dello svolgimento del program-
ma e quelli eseguiti dopo con un’analisi delle distri-
buzioni dei punteggi ottenuti dopo lo svolgimento del
programma in funzione della distribuzione ottenuta
prima dello svolgimento del programma e dell’ese-
cuzione del programma stesso. L’aspetto insoddisfa- -
cente risiede nel carattere a posterior: della valutazio-
ne, cio¢ nel fatto che si debbano attendere i risultati
per poterla effettuare. Viceversa un tratto peculiare
delle scienze fisiche consiste nella ricerca continua di
modelli capaci di predire i fenomeni e suscettibili di
essere usati a fini di controllo, come accade in inge-
gneria. Qui consideriamo proprio un modello del ge-
nere, applicato all’analisi dei progressi di uno stu-
dente in un corso di studi, che sintetizza i risultati
di una ricerca protrattasi per molti anni, a comin-
ciare dal lavoro di Suppes, Fletcher e Zanotti (v.,
1976).

Supponiamo, come gia specificato, che il corso fre-
quentato dallo studente sia individualizzato. Sia I(¢)
la quantita totale di informazione presentata allo stu-
dente fino al tempo ¢. (L’espressione znformazione to-
tale potrebbe essere sostituita da una formulazione fat-
ta in termini di capacitd acquisite € noi potremmo va-
lutare 1 progressi sotto il profilo procedurale anziché
espositivo). Sia )(?) la posizione dello studente nel cor-,
so al tempo ¢. Sinoti che per semplicita di notazione
non abbiamo utilizzatp un indice per identificare un
particolare studente. E inteso che la notazione usata
qui si applica soltanto a uno studente singolo, non
a medie di studenti. La media stocastica in gioco &
la media delle varie capacita o informazioni presen-
tate allo studente, media che indica la sua posizione
media e la sua informazione media. Non esplicitere-
mo ulteriormente queste ipotesi stocastiche, perché
in questa sede ci limiteremo a sviluppare la teoria me-
dia per il singolo studente.

La prima ipotesi & che i processo sia additivo e
dipenda, per semplicita concettuale, da una variabi-
le discreta n. Possiamo scrivere ’ipotesi di additivita
come segue:

In) — In—1) = a. 3)
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Possiamo poi esprimere la (3) nella forma seguente,
in cui compare la derivata temporale:

I(n) na n

Infine, introducendo la variabile temporale continua
¢, la (4) viene sostituita dalla (5),

o _ 1 *
() ¢
Introduciamo quindi la seconda ipotesi forte, e cioe
che la posizione nel corso sia proporzionale all’infor-
mazione fornita:

20 = K1). (6)
Combinando la (5) e la (6) otteniamo 1’equazione

(s

)9 1
=, (7)
) t
che possiamo integrare ottenendo I’equazione (8),
Iny(f) = Klnt + Inbd, )]
equivalente alla (9):
) = bt ©)

L’equazione (9) & stata applicata all’analisi dei dati
relativi a studenti frequentanti svariati corsi basati
sull’impiego del computer.

5. Alcune questioni generali.

Assiomatica. E stato osservato in diverse occasioni
che 'uso di metodi assiomatici & piti comune nelle
scienze sociali che in quelle fisiche. A questa osser-
vazione & stata in genere attribuita una connotazio-
ne leggermente negativa. Cio che & stato messo in
rilievo in questo articolo ¢ la derivazione e la formu-
lazione di vari modelli piuttosto che il puro uso di
metodi assiomatici, qual & riflesso negli enunciati
espliciti e precisi delle teorie generali. L’esempio della
misura, presentato nel § 4a, illustra il metodo assio-
matico in forma pura. Viceversa 1’ultimo esempio,
in cui si deriva una funzione per prevedere i progressi
conseguiti da uno studente in un corso, non ¢ vera-
mente assiomatico nella forma, ma ¢ assimilabile ai
casi classici di derivazione di equazioni differenzia-
li, fatta sulla base di particolari ipotesi. Il punto es-
senziale, al riguardo, & che le ipotesi empiriche da
cui vengono derivate le equazioni differenziali non
sono elevate al rango di assiomi di una teoria gene-
rale. Si tratta di una distinzione riconosciuta nell’am-
bito delle scienze fisiche, ma che non ¢ importante
rendere del tutto precisa. In presenza di una situa-
zione fisica nuova, per esempio il moto di un brac-
cio meccanico, € importante derivare le equazioni del
moto a partire dai vincoli fisici dati, ma in genere
non attribuiamo lo stafus di assiomi alle formulazio-
ni delle ipotesi fisiche relative al particolare braccio
meccanico in esame. Lo stesso discorso vale per molti
dei modelli discussi sopra. Soprattutto non esiste al-
cun processo di effettiva derivazione da assiomi nel
caso del modello di regressione lineare discusso e que-
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sto fatto ¢ caratteristico di molte applicazioni della
regressione lineare, seppure non di tutte.

E anche importante riconoscere che esiste una lun-
ga tradizione metodologica in base alla quale si ini-
zia I’analisi dei fenomeni dai loro aspetti piti super-
ficiali e apparenti, per poi cercare di derivare le equa-
zioni che li descrivono da qualche ipotesi pit fonda-
mentale. Questo modo di procedere & stato adottato
da Estes e Suppes (v., 1974) nel caso dei modelli di
apprendimento lineare discussi sopra, assumendo che
il numero degli stimoli campionati tenda asintotica-
mente all’infinito, sotto alcune ipotesi restrittive su
come questo tendere all’infinito abbia luogo. Il mo-
dello di apprendimento lineare pud quindi essere de-
rivato, al limite, da un modello che campiona gli sti-
moli. Ma questo tipo di ricerca di base, per quanto
importante, non ¢ al centro della presente trattazio-
ne e probabilmente per la maggior parte degli scopi
scientifici non & tanto importante quanto la possibi-
lita di disporre di svariati metodi per derivare mo-
delli che possano essere testati direttamente.

L’uso di variabili teoriche non osservabili. In contrasto
con I’ultima osservazione sull’assiomatica, va sotto-
lineata I’importanza di sviluppare teorie che pene-
trino sotto la superficie dei fenomeni. Una lunga sto-
ria di successi nel campo della fisica indica I’impor-
tanza di questo fatto. Lo stesso discorso sembra va-
lere per i modelli nelle scienze sociali. Nel caso degli
esempi discussi, che riguardano I’apprendimento e
la cognizione, & evidente che il nostro ragionamento
scientifico andra, quasi naturalmente, al di la dei dati
meramente osservabili. Sembra anche molto proba-
bile che i meccanismi interni e i concetti teorici rela-
tivi che li caratterizzano resteranno non osservabili
nei dettagli per un tempo imprecisabile, se non ad-
dirittura per sempre, nel caso della maggior parte dei
processi cognitivi dell’'uomo. Qualsiasi progetto di eli-
minazione delle variabili teoriche non osservabili ap-
pare del tutto sbagliato e contrario a quasi tutti gli
sviluppi piti profondi della psicologia scientifica con-
temporanea, per non parlare dell’importante ruolo
svolto dalle ipotesi riguardanti le ipotesi non verifi-
cate e spesso non verificabili concernenti le scelte e
le preferenze individuali nella teoria economica neo-
classica,

L’imporianza delle misurazioni. D’altronde va sotto-
lineata I’importanza delle misurazioni nelle scienze
sociali, dove procedimenti del genere non hanno al-
le spalle una lunga storia di perfezionamenti come
nelle scienze fisiche. Problemi di misurazione sono
presenti in tutte le scienze sqciali e la teoria necessi-
ta di un progresso costante. E anche importante ren-
dersi conto che spesso questi progressi non sono fatti
semplicemente in termini di variabili fenomenologi-
che, ma anche in termini di concetti teorici. Forse
il pit significativo di tali concetti & quello di wilitd
nell’ambito della teoria delle decisioni, ampiamente
usato in economia e in psicologia. Gli assiomi del-
I’utilita, o dell’utilith attesa, non sono direttamente
osservabili, nella forma in cui vengono usualmente
enunciati, e al concetto di funzione di utilitd individuale
deve essere attribuito uno status teorico. CGio non si-
gnifica che la misurabilita di questo concetto teorico
non sia di grande importanza, poiché dalla teoria della
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sua misurazione possono essere derivate molte con-
seguenze osservabili.

La teoria della misurazione, proprio a causa del-
lo sviluppo relativamente recente dei metodi di mi-
surazione nelle scienze sociali, riveste tuttora gran-
de importanza e senza dubbio continuera a prospe-
rare, €, soprattutto, continuera a essere la fonte da
cui trarranno origine molti modelli nelle scienze so-
ciali. D’altra parte la derivazione di modelli nelle
scienze sociali non pud in alcun modo essere ridotta
semplicemente a problemi di misurazione. Le teo-
rie della misurazione sono importanti, ma non so-
no tutto.

(V. anche FUNZIONALISMO: ANALISI STRUTTURAL-
FUNZIONALE; STATISTICA APPLICATA ALLE SCIENZE
SOCIALI).

Bibliografia

Arrow, K.J., Social choice and individual values, New York
1951 (tr. it.: Scelte sociali e valori individuali, Milano 1977).

Busy, R.R., Estes, W.K. (a cura di), Studies in mathematical
learning theory, Stanford, Cal., 1959.

Estes, W.K., Sueees, P., Foundations of linear models, in Studies
in mathematical learning theory (a cura di R.R. Bush e W.K.
Estes), Stanford, Cal., 1959, pp. 137-179.

Estes, W.K., Sueres, P., Foundations of stimulus sampling the-
ory, in Contemporary developments in mathematical psychology (a
cura di D.H. Krantz, R.C. Atkinson, R.D. Luce e P.
Suppes), Vol I, Leammg memory and thznkmg, San Francis-
co, Gal,, 974,

FRIEDVIAN M , A theory of the consumption function, National
Bureau of Econornic Research, New York 1957.

Koorman, B.O., The bases of probability, in ‘‘Bulletin of the
American mathematical society’’, 1940, XLVI, pp.
763-774.

Krarr, C.H., Pratr, J.W., SEmenserG, A., Intuitie probabil-
ity on finite sets, in ‘‘Annals of mathematical statistics’’,
1959, XXX, pp. 408-419.

Krantz, D.H., Lucg, R.D., Sueees, P., Tversky, A., Foun-
dations of measurement, vol. I, New York 1971.

Luce, R.D., Sufficient conditions for the existence of a finitely ad-
ditive probability measure, in ‘‘ Annals of mathematical statis-
tics’’, 1967, XXX, pp. 408-419.

Mauinvaup, E., Statistical methods of econometrics, Amsterdam
1966 (tr. it.: Metods statistici dell’econometria, Torino 1971).

Norman, M.F., Markov processes and learning models, New
York 1972.

Savace, L.J., The foundations of statistics, New York 1954,

Scort, D., Measurement models and linear inequalities, In “*Jour-
nal of mathematical psychology’’, 1964, I, pp. 233-247.

Smvon, H.A., Models of man, New York 1957.

Sueees, P., The role of subjective probability and utility in decision-
making, in Proceedings of the third Berkeley symposium of mathe-
matical statistics and probability, vol. V, Berkeley, Cal., 1956.

Sueees, P., Introduction to logic, New York 1957.

Sueees, P., A linear model for a continuum of responses, in Studies
in mathematical learning theory (a cura di R.R. Bush e W. K
Estes), Stanford, Cal., 1959, pp. 400-414.

Surres, P., Studies in the m.ethodology and foundations of science,
Dordrecht 1969.

Sueees, P., Models and methods in the philosophy of science. Selected
essays, Dordrecht 1993.

Sueees, P., Frercuer, J.D., Zaxort, M., Models of individu-
al tm]ectone,r n romputer—asmhd instruction for deaf students, in
“‘Journal of educational psychology’’, 1976, LXVIII, pp.
117-127.

Sueees, P., Zanort1, M., Necessary and sufficient conditions for
existence of a unique measure strictly agreeing with a qualitative

probability ordening, in “‘Journal of philosophical logic’’,
1976, V, pp. 431-438.

Sueees, P., Zanormi, M., Necessary and sufficient qualitative axioms
Jfor conditional probability, in ‘‘Zeitschrift fiir Wahrscheinlich-
keitstheorie verwandelt Gebiete’’, 1982, LX, pp. 163-169.

Tarski, A., A general method in proofs of undecidability, in Un-
decidable theortes (a cura di A. Tarski, A. Mostowski e R.M.
Robinson), Amsterdam 1953.

Tversky, A., Additivity, utility and subjective probability, in
““Journal of mathematical psychology’’, 1967, IV, pp.
175-201.






