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DefInition. 1. Traditionelle A uffassung. In der traditionellen Logik ist 
eine D. eine Abgrenzung einer Art durch Angabe der diese Art einschlie­
Benden Gattung und des artspezifischen Merkmals oder des besonderen 
Kennzeichens dieser Art. Ein typisches Beispiel ist die D. des Menschen 
als eines vernunftbegabten Lebewesens. Die Gattung ist die der Lebewe­
sen, und das besondere Kennzeichen ist die Begabung mit Vernunft 
Diese aristotelische Theorie der D. wurde in den tradltionellen Lehrbii­
chern durch vier "Regeln" fur eine D. erganzt: (1) eme D. muB das 
Wesen des zu Definierenden ausdrucken; (2) eine D. darf nicht zirkel­
haft sein; (3) eine D. darf nicht eine negative Abgrenzung sein, wenn 
eine positive moglich ist; (4) eine D. darf nicht in einer blldlichen oder 
unklaren Sprache formuliert sein. Diese Regeln sind offensichtlich in 
der Praxis nUtzlich, doch Hefern sie sicherlich keine formale Theorie der 
D. 
2. Das Problem der Existenz von definierten Objekten. Ein beim Defmie­
ren neuer Operationen in mathematischen Theorien auftretendes typi­
sches Problem ist es, die EXlstenz eines geeigneten ObJekts als Ergebnis 
der Durchfuhrung dieser Operation sicherzustellen. Dieses ziemlich spe­
zielle und eigentumliche Problem der Existenz wird in der traditionellen 
Theorie mcht befriedigend behandelt. Wir konnen z. B. in der Arithme­
tik eine Pseudo-OperatIOn * wie foIgt defmieren: 

x* y z genau dann, wenn x> z und y > z. 

Mit Hilfe unserer intuitiven Kenntnis der Anthmetik konnen wir diese 
Pseudo-Operation benutzen, urn einen Widerspruch abzuleiten. Zu­
nachst haben wir 

2*3 1 

da 2 > 1 und 3 > 1 ; weiters aber auch 

2*3 = 0 

da 2 > 0 und 3 > O. Daher schlieBen WIT auf 1 = 0, was dem bekannter­
maBen wahren arithmetischen Satz 1 =1= 0 wlderspncht. 
3. Relativierung auf eine Theorie. Das Beispiel aus der Arithmetik zeigt 
deutlich genug die N otwendigkeit von einschrankenden Bedingungen 
fUr die Form von Satzen, die als D.en herangezogen werden konnen. Es 
weist auch darauf hin, daB die zur EinfUhrung einer D. von der 
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jeweiligen Theorie abhangig gemacht werden sollten. Wir setzen zu­
nachst als Hintergrund die (/') Pradikatenlogik erster Stufe mit Identi­
tat voraus, die man oft elementare Logik nennt. Eine Theorie ist dann 
festgelegt durch Angabe ihrer nicht-logischen Grundzeichen und ihrer 
nicht-logischen Axiome. Die element are Arithmetik z. B. kann ent­
wickelt werden mit Hilfe der folgenden Grundzeichen: als Relationszei­
chen, < " als Funktionszeichen , + ' und , .' und als Individuenkonstante 
,1 '. Die Axiome sind dann die bekannten Axiome der Peano-Arithme­
tik. Andere elementare Beispiele fUr soIche Theorien kann man leicht 
angeben. Die Gruppentheorie kann axiomatisiert werden unter Ver­
wendung eines einzigen Grundzeichens fUr die zweistellige Gruppen­
operation. Iedenfalls ist die erste D. in einer auf diese Weise axiomati­
sierten Theorie ein Satz von einer gewissen Form, der die Bedeutung 
eines neuen Zeichens der Theorie mit Hilfe der Grundzeichen der Theo­
rie festlegt. Die zweite D. ist ein Satz von einer gewissen Form, der die 
Bedeutung eines zweiten neuen Zeichens mit Hilfe der Grundzeichen 
und des ersten definierten Zeichens der Theorie bestimmt. Der wesenth­
che Punkt ist, daB die D.en in einer Theorie in einer bestimmten Reihen­
folge eingefUhrt werden. Wegen dieser bestimmten Reihenfolge konnen 
wir smnvoll von den vorhergehenden D.en in emer Theorie sprechen. 
N atiirlich konnten wir den Standpunkt emnehmen, da.B jedes definierte 
Zeichen nur mit Hilfe der Grundzeichen der Theorie zu definieren ist, 
doch entspricht dies nicht der allgemeinen mathematischen Praxis, und 
fUr hochentwickelte Theorien wie die Mengenlehre wiirde es zweifellos 
sehr umstandlich sein, aIle D.en nur mit Hilfe der Grundzeichen auszu­
driicken. Es gibt em anderes wichtiges Problem. Wir benotigen die Ein­
schrankung, daB ein definiertes Zeichen nicht durch zwei verschiedene 
D.en definiert wird. Sind die D.en in einer bestimmten Reihenfolge ein­
gefUhrt, so kann man fordern, daB ein neu eingefUhrtes Zeichen nicht 
schon vorher verwendet worden ist. 
Eine D. ist, entsprechend dem hier eingenommenen Standpunkt, ein­
fach ein neues AXIOm oder eine Pramisse. Man beachte, daB Sle ein neues 
Axiom oder eine Pramisse ist, ohne eine logische Wahrheit zu sem. An­
dererseits ist nicht beabsichtigt, daB eine D. die Theorie irgendwie sub­
stantiell erweitern solI. Der Zweck der EinfUhrung eines neuen Zeichens 
besteht darin, dIe Untersuchung der Struktur der Theorie und mogli­
cherweise die Beniitzung der Theorie zu erleichtern, aber nicht in der 
Erweiterung der Struktur. Die Frage, die sich in diesem Rahmen ergibt 
und die in der traditionellen Logik nicht gestellt wurde, ist, weIche Krite­
rien wir fUr die Form von D.en aufstellen konnen, um sicher sein zu 
konnen, daB die Theorie, m der eine D. eingefUhrt wird, dadurch in ihrer 
Struktur unverandert bleibt. 
4. Kriterium der Eliminierbarkeit. Es ist ein Verdienst des polnischen 



Defmition 126 

Logikers S. Lesniewski (1886-1939), daB man heute besonderen Wert 
auf zwei Kriterien legt, denen eine D. zu geniigen hat, um die gerade 
erwahnte intuitive Forderung bezuglich der Struktur zu erfUllen. Das 
erste Kriterium ist das der Eliminierbarkeit: Ein definiertes Zeichen soIl 
stets in jeder Formel der Theorie eliminierbar sein. Das zweite Krite­
rium ist das der N on-KreativiHit: Bine neue D. solI nicht den Beweis von 
bisher unbeweisbaren Beziehungen zwischen Grundzeichen und schon 
fruher definierten Zeichen ermoglichen. Ais ein Beispiel, das offenbar 
das Kriterium der Eliminierbarkeit erfiillt, betrachten wir die D. des 
Subtraktionszeichens in der Theorie der e1ementaren Algebra ree1ler 
Zahlen. Die D. besteht in folgender Aquivalenz: 

(1) x- y=z genau dann, wenn x=y+z 

Es sollte klar sein, daB wir (1) beniitzen konnen, umjedes Vorkommnis 
des Subtraktionszeichens zu eliminieren. DemgemaB beseitigen wir mit­
hilfe von (1) das Subtraktionszeichen in 

Wenn y =1= z, dann x - y =1= x - z 

und erhalten die damit arithmetisch aquivalente Behauptung 

Wenn y =1= z, dann x + z =1= x + y 

Die Eliminierbarkeit ist eine charakteristische Eigenschaft eines defi­
nierten Zeichens im Gegensatz zu einem Grundzeichen. Wir konnen den 
Begriff der Eliminierbarkeit in folgender Weise formal festlegen (wir 
verwenden in dieser Formulierung das iibliche Symbol ,---+' fUr die aus­
sagenlogische Verkniipfung ,wenn ... , dann ... ' und wie gewohnlich ,_' 
fUr ,genau dann, wenn'): Eine Forme! A, die ein neues Zeichen einer 
Theorie einfiihrt, erfiillt genau dann das Kriterium der Eliminierbarkeit, 
wenn es zujeder Forme! B, in der das neue Zeichen vorkommt, eine Forme! 
C gibt, in der das neue Zeichen nicht vorkommt und wobei A ---+ (B - C) 
!ogisch aus den Axiomen und vorhergehenden Definitionen der Theorie 
her!eitbar ist. 
Dieses Kriterium wurde im Hinblick darauf, daB wir ab nun in unserer 
Diskussion zwischen Axiomen und D.en unterscheiden, in dieser Weise 
formuliert. Vom logischen Standpunkt aus ist, wie gesagt, eine D. ein 
Axiom, doch verstehen wir nun unter "Axiomen" nur mehr solche, die 
kreativ sind. 
5. Kriterium der syntaktischen Non-Kreativitiit. Der Begriff einer nicht 
kreativen D. wird durch folgende Erklarung formal festge1egt: Eine 
Forme! A, die ein neues Zeichen einer Theorie einfiihrt, erfiillt das Krite­
rium der syntaktischenNon-Kreativitiit genau dann, wenn es keine Forme! 
B gibt derart, daft das neue Zeichen in B nicht vorkommt undzwar A ---+ B, 
nicht aber B aus den Axiomen und vorhergehenden Definitionen der Theo­
rie her!eitbar ist. 
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Um die Bedeutung dieses Kriteriums zu zeigen, nehmen wir als ein sehr 
einfaches Beispiel die elementare Theorie der assoziativen zweistelligen 
Operationen. Das einzige Axiom dieser Theorie ist das Assoziativge­
setz: 
(1) xo(yoz) (zoy)oz. 

Ais erste D. dieser Theorie wollen wir nun die neue Individuenkonstante 
,e' durch folgende Gleichung einfiIhren. 

(2) xoe=x. 

Doch nach Anwendung des Kriteriums der Non-Kreativitat verwerfen 
wir (2) als D. des neutralen Elements, denn aus (2) k6nnen wir sofort 

(3) Vyl\x(xoy x) 

herleiten, was wir aus (1) allein nieht bekommen k6nnen. 
Eine besondere Konsequenz des Kriteriums der Non-Kreativitat ist die 
relative Konsistenz. Wenn die AXlOme und vorhergehenden D .en konsi­
stent sind und wenn eine Formel, die ein neues Zeichen einfiihrt, zur 
Herleitung eines Widerspruehs beniitzt werden kann, dann erfiillt diese 
Formel nicht das Kriterium der Non-Kreativitat, da man aus einem 
Widerspruch jede beliebige Formel herleiten kann. 
Gew6hnlieh fiihrt man drei Arten definierter Zeichen ein: RelatIonszei­
chen, Funktionszeichen und Individuenkonstante. Aus Raumgriinden 
ist eine systematische Behandlungjeder dieser Arten hier nicht m6glich, 
doch kann die Grundidee anhand der Regel zur D. von FunktIonszei­
chen erHiutert werden. Eine ;{quivalenz D, die ein neues n-stelhges Funk­
tionszeichenf einfohrt, stellt eine korrekte Definition in einer Theorie dar 
genau dann, wenn D von der Gestalt 

f(v 1 , ••• , vn) w_S 

ist und folgende Bedingungen erfullt sind: 
(a) Vl' .•. , Vn und w sind paarweise verschiedene Variable, 
(b) S enthiilt keine anderenfreien Variablen au}3er V1' ... Vn und w, 
(c) S ist eine Formel, deren einzige nicht-logischen Konstanten Grundzei­

chen und schon fruher definierte Zeichen der Theorie sind, 
(d) aus den Axiomen und vorhergehenden Definitionen ist ableitbar, dafJ es 

genau ein w gibt, fur das S gilt. 
Man kann leicht sehen, daB die oben eingefiihrte Pseudo-Operation * 
die Bedingung (d) verletzt. 
In vielen Fallen beniitzt man zur D. eines Funktionszeiehens statt einer 
Aquivalenz eleganter eine Gleiehung; die hierffu erforderliehen Aban­
derungen der obigen Regelliegen auf der Hand. 
6. Bedingte Definitionen. In der gew6hnliehen mathematischen und WlS­

sensehaftlichen Praxis fiihrt man haufig bedingte D.en ein, die nicht 
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uneingeschdinkt das Kriterium der Eliminierbarkeit erfUllen. Fiir 801-

che bedingte D.en beniitzt man Bedingungen ahnlich den oben erwahn­
ten, doch nun unter der Voraussetzung, daB in allen "interessanten" 
Hillen die Eliminierbarkeit gewahrleistet ist. Unter den interessanten 
Fallen versteht manjene, die die Bedingung der bedingten D. erfUllen. 
Ein einfaches Beispiel fUr eine bedingte D. ist die iibliche D. der Division 
fUr reelle Zahlen. Die Bedingung der D. ist, daB der Nenner nieht gleich 
Null ist: Wenn y =1= 0, dann x/y = z genau dann, wenn x = y' z. 
7. Die Unabhlingigkeit der Grundzeichen. Eine naheliegende Frage, die 
sich fUr jede Theorie stellt, ist, ob ein Grundzeichen definiert werden 
kann. 1900 formulierte der italienische Logiker Alessandro Padoa ein 
Prinzip, das man beniitzen kann, um zu zeigen, daB ein gegebenes 
Grundzeichen unabhangig ist. Das Prinzip ist einfach: Um zu beweisen, 
daB ein gegebenes Grundzeichen von den iibrigen unabhangig ist, hat 
man zwei Interpretationen der Axiome der Theorie anzugeben derart, 
daB das gegebene Grundzeiehen zwei verschiedene 1nterpretationen er­
halt, die iibrigen Grundzeichen aber jeweils gleich interpretiert werden 
Ein wichtiger Aspekt von Padoas Prinzip ist, daB es leicht ausgedehnt 
werden kann auf Theorien, die zu ihrer Formalisierung nicht nur die 
Logik erster Stufe, sondem auch die klassische Mathematik erfordern. 
Einige der interessantesten Anwendungen von Padoas Prinzip betreffen 
solche "fortgeschrittenen" wissenschaftlichen Theorien in der Physik. 
8. Der Definierbarkeitssatz von Beth. 1m Rahmen der Logik erster Stufe 
mit 1dentitat ist eines der wichtigsten Ergebnisse betreffend D .en der 
Definierbarkeitssatz von Beth (1953); dieser besagt, daB ein Zeiehen 
genau dann explizit definierbar ist, wenn es implizit definierbar ist. Wir 
geben keine genaue technische Charakterisierung dieser Begriffe; der 
def expliziten Defmierbarkeit ist im wesentlichen derjenige, der der obi­
gen Regel zur D. von Funktionszeichen zugrundeliegt; den der implizi­
ten Definierbarkeit umschreiben wir folgendermaBen: Ersetzen wir je­
des Vorkommnis eines n-stelligen Relationszeichens R durch R', dann 
ist R implizit definierbar, wenn wir in der Theorie, in der R vorkommt, 
zusammen mit der Theorie, in der statt R nur R' vorkommt, die Aquiva­
lenz R(v1 , ... , vn) ~ R'(v 1, .•• , vn) ableiten k6nnen (und ahnhch fUr 
Funktionszeichen und Individuenkonstante). 
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GroDe. DIe moderne Betrachtungsweise von Quantltiiten geht minde­
stens bis auf Newtons "Universal Arithmetics" zuriick. Newton be­
hauptet, daB die Beziehung zwischen zwei beliebigen QuantlUiten der­
selhen Art durch eine positive, reelle Zahl ausgedriickt werden kann. In 
den vergangenen J ahren ist diese Auffassung auf andere Arten von 
Quantitaten ausgeweitet worden (/' Messung). Newton bezieht sich auf 
etwas, das wir heute "extensive Quantitaten" nennen wiirden, das smd 
QuantItaten, deren MeBwert emdeutig bestimmt ist bis auf die Multipli­
kation mit einer positiven Konstanten. Intensive Quantitaten sind soI­
che, die i. a. eindeutig bis auf eine line are Transformation gemessen wer-

269 

den, was eine Festlegung einer MaBeinhelt und eines Nullpunkts erfor­
dert. Die Temperatur im iiblichen Sinn des W ortes ist ein Beispiel fUr 
eine intensive Quantitiit, Wle es auch der wirtschaftswissenschaftliche 
und psychologische Begriff des numerischen Nutzens ist. Ordmale 
Quantitaten sind solche, die sich nur in eine Reihe bringen lassen und 
denen Zahlen zugeordnet werden, die eindeutig sind bis auf eine mono­
tone Transformation (/' Extension/Intension). 
G. n sind defimert als bestimmte AqUlvalenzklassen von Quantltaten. 
So sind extensive G. n Aquivalenzklassen extensiver Quantitaten. Die 
Aquivalenzrelatlon hat bei extensiven Quantitaten die natiirhchen E1-
genschaften einer Kongruenz beziighch der Verbindungsoperation. 
Wenn lch z. B. das GewlCht eines Dinges q zu dem eines Dinges r hinzu­
fiige und wenn ich anstelle von q einen Gegenstand verwende, des sen 
Gewicht gleich dem von q ist, dann Wlrd jedesmal dasselbe Gesamtge­
wicht erreicht werden. G. n stellen die natiirhche Abstraktion von Quan­
tltaten dar. Das System extensiver Quantitaten ist La. nur homomorph 
zu einer additiven HaIbgruppe positiver reeller ZahIen, aber das ent­
sprechende System extensiver G.n ist isomorph damit. P. Suppes 
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Mengenlehre. Unter den vie1en Teildisziplinen der modernen Mathe­
matik nimmt dIe M. einen besonderen Platz ein: bis auf ganz wenige 
Ausnahmen k6nnen die in der Mathematik untersuchten und analysier: 
ten Entitaten als gewisse spezielle Mengen oder Klassen von Oojekten 
aufgefaBt werden. Dies bedeutet, daB die verschiedenen Gebiete der 
Mathematik formal innerhalb der M definierbar sind. Hieraus ergIbt 
sich, daB viele grundlegende Fragen liber die Natur der Mathematik 
sich auf Fragen iiber dIe M. reduzieren lassen. 
1. Geschichte. Die systematIsche Entwicklung der M. wurde angeregt 
durch Untersuchungen von Georg Cantor (urn 1870) zur Theorie der 
unendlichen ReIhen und zu verwandten Themen aus der Analysis. 
Durch diese Arbeiten wurde Cantor, den man allgemein als den Begrim­
der der M. als mathematIscher Disziplin ansieht, zur Betrachtung behe­
biger unendlicher Mengen oder Klassen gefiihrt 1874 ver6ffentlichte er 
seinen beriihmten Beweis, daB man die Menge der reellen Zahlsn nicht 
eineindeutig auf die Menge der natiirlichen (nicht-negativen ganzen) 
Zahlen abbilden kann. 1878 fiihrte er den grundlegenden Begriff der 
Gleichmachtigkeit ein: zwei Mengen sind gleichmachtig oder haben die­
selbe Machtigkeit, wenn sie eineindeutig aufeinander abgebildet werden 
k6nnen. Klarerweise sind zwei endhche Mengen gerade dann gleich­
machtig, wenn sie diesel be Anzahl von Elementen haben. Der Begriff 
der Machtigkeit fiihrt so im Fall unendhcher Mengen zu emer Erweite­
rung des Begnffes der natiirlichen Zahlen zu dem einer unendlichen 
Kardmalzahl. 
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Die Entwicklung einer allgemeinen Theorie der transfmiten Zahlen war 
eine der groBen mathematischen Leistungen Cantors. 1m Hinblick auf 
die Grundlagen der Mathematik war der philosophisch revolution are 
Aspekt in Cantors Werk das kiihne Beharren auf dem aktual Unendli­
chen, d. h. auf der Existenz unendlicher Mengen als mathematische Ob­
jekte auf gieicher Ebene wie natiirliche Zahlen und endliche Mengen ( /' 
Mathematik, Grundlagen der; /' Zahl). 
In die.ser anfanglichen Entwicklung der M. verwendete Cantor keine 
explizit formulierten Axiome. Er setzte implizit das Extensionalitats­
axiom (zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten) 
und das Abstraktionsaxiom (zu jeder Eigenschaft gibt es eine Menge, 
deren Elemente gerade die Objekte mit dieser Eigenschaft sind (auch: 
Komprehensionsaxiom» voraus. 
Dieses uneingeschrankte Abstraktionsaxiom fUhrte bald zu Schwierig­
keiten. Seme erste explizite Formulierung scheint das Axiom V in Frege 
(1893) zu sein. 1901 fand Bertrand Russell heraus, daB man aus diesem 
Axiom einen Widerspruch ableiten kann, wenn man die Menge alIef 

, Dinge mit der Eigenschaft, sich nicht selbst als Element zu enthalten, 
betrachtet: Diese Menge enthalt sich genau dann se1bst als Element, 
wenn sie sich nicht selbst als Element enthalt. 
Die R.ussellsche Antinomie zeigte, daB die naheliegende und unmitte1-
bare Axiomatisierung der intuitiven M. inkonsistent ist, doch waren 
andere Antinomien schon vor der Russellschen bekannt; die erste pu bli­
zierte war anscheinend jene von Burali-Forti, betreffend die groBte Ordi­
nalzahl, und eine ahnliche Antinomie, betreffend die groBte Kardinal­
zahI, entdeckte Cantor schon 1899, doch wurde sie erst 1932 mit seiner 
Korrespondenz pubbziert. 
Die moderne axiomatische Phase der M. begann 1908 mit der Veroffent­
lichung eines Axiomensystems durch Ernst Zermelo; dieses System hat 
sich insofern bewahrt, als bisher in ihm kein Widerspruch abgeleitet 
werden konnte, und es ist unwahrscheinlich, daB sich ein solcher jemais 
ergeben wird. Allerdings waren Zermelos Axiome nicht geniigend stark; 
das als "Zermelos Aussonderungsaxiom" bekannte Axiomenschema 
wurde 1922 von Abraham Fraenkel und, im wesentlichen unabhangig 
davon, auch von Thoralf Skolem zurn "Ersetzungsaxiom" (das eben­
falls ein Schema ist) verscharft. Ein anderer Ansatz in dieser Richtung 
wurde von v. Neumann in einer Reihe von Arbeiten 1925,1928 und 1929 
entwickelt. Seine Formulierung unterscheidet sich erheblich von jener 
Zermelos, da als Grundbegriff statt dem der Klasse oder Menge nun del' 
der Funktion genommen wird. In einer spater im Journal of Symbolic 
Logic (1937-1954) erschienenen Artikelserie modifizierte Paul Bernays 
den Ansatz v. Neumanns, urn naher bei Zermelos urspriinglichem Sy­
stem zu bleiben. Er fUhrte zwei Relationen fUr das Enthaltensein ein, 
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eine zwischen Mengen und eine zwIschen Mengen und Klassen. (Jede 
Menge ist eine Klasse, doch nicht umgekehrt; Klassen, die keine Men­
gen sind, heiBen echte Klassen.) In Godel (Axioms) wird dIe Theorie 
noch weiter vereinfacht; Grundbegnffe sind hier dIe der Menge, der 
Klasse und des Enthaltenseins (obwohl der letztgenannte allein geniigen 
wurde). Man spricht daher oft von diesem zweiten System als der v. 
Neumann-Bernays-Godelschen Version der M. Eme wichtige Eigen­
schaft dieses Systems ist, daB es nur endlich viele AXlOme hat. 
2. Axiome der Mengenlehre. Wir betrachten hier nur die Axiome der 
Zermelo-Fraenkelschen M. Wir geben den intuittven Gehalt der AXlO­
me an und verzichten auf eine explizite Fonnulierung. In der Hauptsa­
che sind es sieben Axiome: (1) das schon oben erwahnte Extensionali­
tatsaxiom; (2) das VereinigungsaxlOm, das die Existenz der Vereini­
gungjeder Familie von Mengen fordert (d h.: Sind beliebig viele Men­
gen M j gegeben, wo i eme Indexmenge I durchHiuft, so gibt es die Verei-

nigungsmenge U M r, dIe gerade alle jene Elemente entha.it, die in ir-
lEI 

gendeiner der Mengen Ml enthalten sind); (3) das Potenzmengen-
axiom, das die Existenz der Menge aIler Teilmengen einer beliebigen 
Menge behauptet; (4) das RegularitatsaxlOm, welches besagt, daB Jede 
nicht leere Menge oot einem lhrer Elemente emen leeren Durchschniit 
hat (dieses Axiom zusammen mit anderen ermoglicht es zu beweisen, 
daB es keine unendlich absteigende Folge von Mengen gibt und keine 
Menge sich se1bst als Element enthalt); (5) das Unendlichkeltsaxiom, 
das die Existenz einer unendlichen Menge, d. i. eme Menge mit unend­
lich vielen Elementen, fordert. Wie schon oben erwahnt, verscharfte 
Fraenkel das urspriingliche Zennelosche Aussonderungsaxiom zum 
(6) Schema des Ersetzungsaxioms. Die intuitive Idee hinter diesem 
Axiomenschema 1st folgende: 1st eine Formel A (x, y) mit der Eigen­
sc~aft, daB es zu jedem x aus einer Menge M hochstens em y mit A (x, y) 
gibt, gegeben, so konnen wir davon ausgehen, daB dIe Menge alIer dieser 
y existiert und man M durch diese neue Menge "ersetzen" kann. (Grob 
gesagt: 1st der Defmitionsbereich einer durch d1e Fonnel A (x, y) be­
schnebenen Funktion eme Menge, dann auch der Wertebereich.) 
SchlieBlich glbt es noch (7) das Auswahlaxiom, welches behauptet, daB 
es zu jeder Menge Meine Auswahlfunktion f gibt derart, daB fUr Jede 
nicht leere Teilmenge N von M f (N) ein Element von N ist. Das Auswahl­
axiom wurde erstmals von Zermelo 1904 explizit fonnuliert, und er 
beniitzte es zum Beweis, daB jede Menge wohlgeordnet werden kann; es 
wird fur zahlreiche fundamentale Satze der klassischen MathematIk be­
notigt, hat aber auch etwas unangenehme und merkwiirdlge Konse­
quenzen (z. B. das sog. "Hausdorffsche Paradoxon"). 
3. Kontinuumshypothese. Die Vennutung, daB es keine Menge glbt, de-
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ren Machtigkeit groBer ist als die einer abzahlbaren Menge und kleiner 
als die des Kontinuums der reellen Zahlen, wird Kontinuumshypothese 
genannt; sie zu beweisen war das erste Problem in der beruhmten Auf­
zahlung offener Probleme, die Hilbert 1900 beim Internationalen Ma­
thematikerkongreB gab: Die allgemeine Kontinuumshypothese ist die 
Vermutung, daB es zu keiner unendlichen Menge Meine Menge gibt, 
deren Machtigkeit groBer ist als die von M und kleiner als die der Menge 
aller Teilmengen von M. Kurt Godel (Consistency: Axioms) bewies, 
daB man die allgemeine Kontinuumshypothese (und damit auch das 
hieraus folgende Auswahlaxiom) in konsistenter Weise den anderen 
Axiomen der M. hinzufiigen kann, d. h.: sind die oben angefUhrten 
Axiome widerspruchsfrei, dann fUhrt auch die Hinzunahme der allge­
meinen Kontinuumshypothese und des Auswahlaxioms zu kemem Wi­
derspruch. In neuerer Zeit hat Paul J. Cohen einige bedeutende Unab­
hangigkeitsergebnisse erzielt: erstens, daB das Auswahlaxiom von den 
anderen Axiomen der Zermelo-Fraenkelschen M. unabhangig ist, und 
zweitens, daB die allgemeine Kontinuumshypothese unabhangig ist von 
der Zermelo-Fraenkelschen M. einschlieBlich Auswahlaxiom. 
Die Unabhangigkeit der Kontinuumshypothese und verwandter Satze 
zeigt die intuitive Unvollstandigkeit der St~ndardaxiome der M., wenn 
man sie als Theorie erster Stufe formuliert - eine Unvollstandigkeit von 
kaum erwartetem AusmaB. BIS zu einem gewissen Grad ist die Situation 
vergleichbar mit der in der Geometrie nach der Entdeckung der Unab­
hangigkeit des Paralle1enaxioms. Es liegen nun viele Geometrien vor; 

• vermutlich konnen wir nun viele Mengentheorien oder eine viel kompli­
ziertere M., formuliert im Rahmen der Logik zweiter Stufe, erwarten. 
Wie dem auch sei, die Konsequenzen fUr die Grundlagen der Mathema­
tik sind nicht abzusehen. Wird es zu einer Abwendung von der M. als 
der maBgeblichen Grundlage der Mathematik kommen? Die Antwort 
magja sein, doch ist es wahrscheinlich, daB die Grundzuge der Entwick­
lung der Zerme1o-Fraenkelschen M. einen Stammplatz behalten wer­
den, etwa jenem der Euklidischen Geometrie vergleichbar. 

Literaturauswahl. Bernays, P.: A System of AxiomatIc Set Theory : I-VII. In' 
Journal of Symbolic Logic 2 (1937), 65-77,6 (1941),1-17, 7 (1942),65-89, 133-
145; 8 (1943), 89-106; 13 (1948), 65-79; 19 (1954), 81-96. Burali-Forti, Coo 
Una QuestlOne sui Numeri TransfmitI In Rendic. Palermo 11 (1897), 154-164. 
260. - Cohen, P. J. : Set Theory and the Continuum Hypothesis. New York 1966. 
- Fraenkel, A.: Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre. In. 
Math. Annalen 86 (1922), 230-237. Ders: Uber den Begnff ,defmIt' und dIe 
Unabhangigkeit des Auswahlaxioms. In: Sitzungsb. d. PreuB. Akad. d. Wiss, 
Physik. - math. Klasse (1922), 253-257. - Frege, G : Grundgesetze der Anthme-
11k, Bd. I u. II J ena 1893 und 1903. Gode1, K.: The Consistency of .the Axiom 
of Choice and of the GeneralIzed Contmuum Hypothesis In: Proc. Natlonal 
Academy of SCIences, U.S.A., 24 (1938), 556-557 - Ders . The Consistency of 



415 Messung 

the Axiom of Choice and of the Generalized Continuum Hypothesls wIth the 
Axioms of Set Theor.y. In: Annals of Mathematical Studies 3 Prmceton 1940. 
Neumann, J. v. : Bine Axiomahsierung der Mengenlehre. In: J ouma! f. d. fellle u. 
angew. Math. 154 (1925), 219~240. ~ Ders.: Die Axiomatlsierung der Mengen­
lehre. In: Math. Zeitschr. 27 (1928),669-752. - Ders.: Uher eine Wlderspruchs­
frelheitsfrage III der axiomatischen Mengenlehre. In' J oumal f. d. reme u. angew. 
Math. 160 (1929), 227-241. Skolem, T : Einige Bemerkungen zur aXlOmati­
schen Begrimdung der Mengenlehre. In: Wiss. Vortrage gehalten auf dem 8. 
KongreB der Skandinav. Mathematiker in Helsingfors 1922 (1923), 217-232. 
Zermelo, E.: Untersuchungen uher dIe Grundlagen def Mengenlehfe L In: 
Math Annalen 65 (1908), 261-281. P. Suppes 

Messung, Die MeBtheorie untersucht und entwickelt Verfahren fUr 
die Verbindung von Zahlen mit Objekten oder empirischen Phanome­
nen. Sie befaBt sich vor aHem mit qualitativen Beziehungen, die zu nu­
merischen Zuordnungen fUhren, welche die (/') Struktur dieser Bezie­
hungen spiegeln. Sie beschaftigt sich auch mit der Art und Weise, in der 
verschiedene MeBwerte zueinander in Beziehung stehen. 
1. Drei Grundprobleme der MejJtheorie. 
1.1 Das erste Grundproblem der MeBtheone besteht darin, die Zuord­
nung von Zahlen zu Objekten oder Phanomenen durch den Beweis eines 
Reprasentationstheorems zu rechtfertigen. Allgemein gesprochen kan­
nen wir in den meisten Failen die empirische Situation durch eine Menge 
M darstellen, das ist die Menge der betrachteten Objekte oder Phano­
mene, sowie durch eine endliche Folge endlichstelliger Relationen Ri in 
dieser Menge. Solch ein Objekt S < M, Rh ... , Rn > wird ,Relatio­
nenstruktur' genannt. Von emem aXlOmatlschen Standpunkt aus be­
trachtet, besteht der erste Schritt darin, die systematischen Eigenschaf-
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ten von MeBverfahren in Form der endlichstelligen Relationen R£ zu 
charakterisieren und dann mathematisch zu zeigen, daB die Axiome 
stark genug sind, die Konstruktion einer numerischen Zuordnung zu 
rechtfertigen, in der die empirischen Relationen und Operation en ver­
trauten numerischen Relationen (WIe z. B. der GroBer-gleich-Relation) 
oder Operationen (wie z. B. der Addition) strukturell entsprechen 
Ein einfaches Beispiel mag diese Ideen veranschaulichen. Man betrachte 
binare Strukturen, das smd Strukturen, die aus emer Menge M und 
einer binaren Relation ~ in dieser Menge bestehen. Es ist natiirhch, zu 
fragen, welehe Axiome wir brauchen, um zu beweisen, daB soleh eine 
bin are Struktur 8 1 = < M, ~ > zu einer numerischen Struktur S2 
= < R, ~ > homomorph 1st (/' Homomorphle), wobei R eme Menge 
reeller Zahien und ;:::: die ubliche numerische GroBer-gleich-Relation 
ist. Wenn die Menge M endlich ist, dann ist dIe Antwort einfach: DIe 
RelatIOn ~ muB reflexiv, transitiv und konnex in M sein, die binare 
Struktur 8 1 ist somit eine schwache Ordnung. In diesem Fall gibt es eine 
numerische Zuordnung, das ist eine Abbildung cp von Min R derart, daB 
fUr aIle x und y aus M gilt: x ~ y genau dann, wenn cp (x) ;:::: cp (y). Wenn 
wir die Einschrankung, die Menge M solIe endlich sein, fallen lassen, 
dann reicht es nicht aus, zu fordem, die Relation ~ solle eine schwache 
Ordnungsrelation in M sein. Die dann notwendigen und hinreichenden 
Bedmgungen, die sich auf den Begriff einer im Sinne der Ordnung dich­
ten, abzahlbaren Teilmenge stiitzen, gehen auf Georg Cantor im 19. Jh. 
zurtick. 
1.2 Das zweite Grundpro blem der MeBtheorie ist das der Eindeutigkeit 
der Reprasentation. Wie eindeutig ist der Homomorphismus, der eine 
gegebene Struktur in die reellen Zahlen abbildet? In der klassischen 
MeBtheorie etwa der Masse oder der Distanz erwarten wir, daB die 
Abbildung eindeutig ist bis auf positIVe AhnlichkeitstransformatIOnen, 
d. h. biS auf die Multiplikatiqn mit einer positlven Konstanten. In dem 
oben besprochenen Fall der Abblldung einer Ordnungsstruktur erwar­
ten wir eine Eindeutigkeit bis auf monotone Transformationen. 
1.3 Ein drittes Grundproblem ist das des MeBfehiers. Fast alle Messun­
gen sind unexakt, und daher bedarf es einer explizlten Theorie der MeB­
fehier. - Eine kurze Ubersicht tiber die Theorie des Messens wird im 
foigenden gegeben. 
2. Geschichte der MeJ3theorie. Die abstrakte Theorie der GraBen ist im 
4.Jh. v. Chr. von Eudoxus und Theatetus im antiken Griechenland ent­
wickelt worden. Die SystematlSlerung ihrer Ideen m Euklids "Elemen­
ten" beherrschte un sere Auffassungen tiber das Messen bis in dIe jtingste 
Vergangenheit. Die modeme Entwicklung der Theorie begann 1887 mIt 
der bekannten Abhandlung von Helmholtz; ein bedeutender Beitrag 
wurde bald darauf im Jahre 1901 von dem deutschen Mathematiker 
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Holder geliefert, der addItive Attribute (wie z. B. Masse und Lange) und 
auch nicht-additive Attribute (wie etwa die Temperatur) sehr detailliert 
und axiomatlsch behandelte. 
Die Arbeiten von Helmholtz und Holder waren hauptsachlich fur die 
M. in den physikalischen Wissenschaften relevant. Detaillierte MeB­
theorien, die fUr die Soziaiwissenschaften spezifisch waren, wurden zwar 
ausgiebig in den Wirtschaftswissenschaften erortert, beginnend mit den 
utilitaristischen KonzeptionenJeremy Benthams im 18.Jh., -aberwirk­
lich zufriedenstellende, mit dem Werke von Helmholtz und Holder ver­
gieichbare aXlOmatische Entwicklungen der Theorie setzten erst 1926 
mit Frisch ein, der slch urn eine axiomatische Behandlung der Nutzlich­
keit bemilhte. Die mod erne diesbezugliche Theorie wurde jedoch am 
meisten angeregt durch die axiomatische Behandlung des Nutzens, wie 
sie durch v. Neumann und Morgenstern in ihrer Monographie "Theory 
of Games and Economic Behavior" 1944 erfolgte. Seit dieser Zeit hat 
sich viel Literatur angehauft, von der ein groBer Teil in Krantz 
ILuce/Suppes/Tversky zusammengefaBt ist; dort werden auch andere 
Arten fundamentaler M., dIe in der Psychologie und den Sozialwissen­
schaften verwendet werden, detailhert betrachtet. 
3. Artenfundamentaler Messung. DIe meisten MeBstrukturen schlieBen 
zwar eine Ordnungsrelation von der 0 ben besprochenen Art ein, aber 
i. a. ist "zusatzliche Struktur" erforderlich, urn die jeweils angemessene 
Eindeutlgkeit der ReprasentatlOn zu erreichen. Wir beschreiben hier 
kurz drei der bedeutendsten Strukturtypen, namlich extensive Struktu­
ren, die vIele vertraute physikahsche Attribute wie z. B. Masse und Lan­
ge umfassen; Differenzenstrukturen, wofUr ein bekanntes Beispiel Lan­
gendifferenzen bilden - ein nicht nur in der Geometrie, auch in der Nut­
zentheorie geHlUfiger Begriff; und verrundene Strukturen, in denen cha­
rakteristischerweise zwei Attribute zusammen untersucht werden. 
3.1 Extensive Strukturen. 1m Fall extensiver Strukturen wird der empi­
rischen Ordnungsrelation eine Verknupfungs- oder Verbmdungsopera­
tion hinzugefUgt, durch die neue Objekte aus alten gebildet werden. Vor 
allem in diesem klassischen Fall lassen sich einfache, notwendige und 
hinreichende Bedingungen, dIe von Roberts und Luce stammen, leicht 
angeben. Fur das Aufstellen dieser Bedingungen ist es vorteilhaft, eine 
Aquivalenzrelation mithIlfe der Ordnungsrelation zu definieren; d. h. 
wir schrelben x '" y, wenn und nur wenn x ~ y und y ~ x, und wir schrei­
ben x>- y, wenn und nur wenn x ~ y und mcht y:>- x. (Diese verbreIte­
ten Defimtionen werden spater stlllschweigend benutzt.) Eine Struktur 
S = < M, ~, 0> 1St eine extensive Struktur, wenn und nur wenn die 
folgenden VIer Axiome fur aIle x, y, z, u in M erfullt sind: 
1. Schwache Ordnung: < M, ~ > 1st eme schwache Ordnung, d. h. ~ 
ist eine reflexive, transitive und konnexe Relation in M. 
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2. Schwache AssoziativiHit: x (yo z) "'-' (xo y) z. 
3. Monotome: x :;;:.. y dann und nur dann, wenn x Z:;;:" yo z; und x :;;:.. y 
dann und nur dann, wenn Z 0 x :;;:.. Z 0 y. 
4. Archimedisches Axiom: Wenn x > y, dann gilt fUr jedes z, u aus M: 
Es gibt eine positive ganze Zahl n derart~ daB nx 0 z :;;:.. ny 0 u, wobei nx 
folgendermaBen induktiv definiert ist: 1x=x, (n+ l)x nxox. 
TheoremfurextensiveStrukturen.EsseiS = < M,:;;:", " > eineextensive 
Struktur; dann gxbt es eine Funktion (fJ von Min dle Menge der reellen 
Zahlen derart, daft for aile x, y aus M gilt. 
(i) (fJ(x) ~ (fJ (Y), wenn und nur wenn x ~ y; 

eii) (fJ(Xoy) (fJ(x) + (fJ(y). 
Ezne andere Funktion (fJ' erfollt (i) und (it), wenn undnur wenn es ein ex: > ° 
gibt derart, daft (fJ' ex:(fJ. 

Der letzte Satz des Theorems weIst die Eindeutigkelt der Repdisentation 
nach, das heiBt hier die Eindeutigkeit blS auf die Multiplikation mit 
einer positiven Konstanten, entsprechend der gewahlten MaBeinheit. 
3.2 DifJerenzenstrukturen. 1m FaIle der Differenzenstrukturen, die eine 
Verallgemeinerung des Kongruenzbegriffes fUr Streckenabschnitte dar­
stellen, ist die GrundrelatlOn eme vierstellige Relation im kartesischen 
Produkt M x M des Objektbereiches M; die angestrebte numerische 
Interpretation ist die, daB fUr beliebige Objekte x, y, Z und u gelten solI: 
xy ~ZU, wenn und nur wenn (fJ(X)-(fJ(y) ~ (fJ(Z) (fJ(u) Axiomen-

hierzu bei Krantz/Luce/Suppes/Tversky, 151). 
Struktur S = < M x M, :;;:.. > ist eine Differenzenstruktur, wenn 

und nur wenn fUr alle x, y, z, u, x', y', und z' aus M die folgenden fUnf 
Axiome erfilllt sind: 
1. < M x M, :> > 1st eine schwache Ordnung. 
2. Wenn xy :> zu, dann uz :> yx 
3 Wenn xy:> x'y' und yz:> y'z', dann xz;;;:. x'z'. 
4. Wenn xy :>. zu ~ xx, dann gibt es ein u' und ein u" in M derart, daB 
XU'I".I ZU "-' u"y. 
5. Archimedisches Axiom, das hier nieht ausformuliert werden soIL 
Fur solche Differenzenstrukturen lassen sich das folgende Repdisenta­
tions- und Eindeutigkeitstheorem bewe1sen. 
Theorem for Differenzenstrukturen. Wenn S = < M x M, ~ > eine 
DifJerenzenstruktur ist, dann gibt es eine reellwertige Funktion (fJ derart, 
daftfor alle x, y, z, u aus M gilt: (fJ(x) (fJ(y) ~ (fJ(z) (fJ(u), wenn und 
nur wenn xy:>.zu. 
Daruber hinaus ist (fJ ezndeutig bis auf eine positive lzneare Transforma­
tlOn, d. h wenn ein beliebiges (fJ' diese gerade angegebene Exgenschaft von 
(fJ auch hat, dann gibt es reeile Konstanten ex:, p, wobei ex: > 0, derart, daft (fJ' 

= \/.(fJ + p. sollte erwahnt werden, daB die hier defmlerten Differen­
zenstrukturen manehmal auch "algebraisehe Differenzenstrukturen" 
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genannt werden, weil es dabei auf das Vorzeichen der Differenz an­
kommt, was beim gewohnhchen Kongruenzbegriff fUr Streckenab­
schnitte nicht der Fall ist; man spricht dann von absoluten Differenzen­
strukturen, fUr die em wenig andere Axiome erforderlich sind.) 
3.3 Verbundene Strukturen (Conjoint Structures). Wenn ein einzelnes 
Attribut keine natiirhche extensive Verkniipfung hat und wenn es ein 
anderes Attribut gibt, mit dem zusammen es sich messen HiBt, dann 
nimmt die Theorie der verbundenen Strukturen einen hervorragenden 
Platz ein. Ein wichtIges physikalisches BeIspiel und die fruheste aXlOma­
tische Analyse verbundenen Messens kann in Archimedes' Abhandlung 
"Uber das Glelchgewicht von Ebenen" gefunden werden. Die zwei At­
trIbute, die er betrachtet, smd die Entfemung vom Drehpunkt emer 
Waage mit nicht notwendig gleichlangen Balken und die Masse der 
Objekte an den beiden Enden der Balkenwaage. SolI die Waage im stati­
schen GleIchgewicht verbleiben, mussen die Produkte der Massen und 
ihrer AbsHinde vom Drehpunkt gleich sem. Em gutes dynamisches Bei­
spiel aus der Mechanik fUr eine verbundene Struktur 1st das Kraftmo­
ment, das als Produkt von Masse und Geschwindigkeit gemessen wird. 
Die bisher erwahnten BeIsplele haben eme multiplikative Struktur als 
eme natiirliche Reprasentation, aber viele Belspiele aus den Wirtschafts­
wlssenschaften und der Psychoiogle haben eine natiirliche addItIve Re­
prasentation. Em Beispiel bietet Frischs Untersuchung des Nutzens 
(Frisch, Probleme; Methods). Es sollte auch klar sein, daB verbundenes 
Messen nicht auf zwei AttrIbute beschrankt zu sein braucht; additive 
Nutzenfunktionen werden naturgemaB in Form von n Komponenten 
betrachtet. Wir beschranken uns hier jedoch urn der Einfachheit der 
Ausdrucksweise willen auf dIe Axiome fUr den Fall mit nur zwei Kom­
ponenten. Eine ausfUhrliche Erorterung der Theorie sowohl fUr zwei als 
auch fUr n Komponenten i. a. kann in Krantz/Luce/Suppes/Tversky 
(245-366) gefunden werden. 
Es seien M und N nicht leere Mengen und ~ sei eine zweistellige Rela­
tion m M x N. Eme Struktur < M, N, ~ > ist eine additiv verbundene 
Struktur, wenn und nur wenn die folgenden sechs AXlOme fUr aIle x, y, 
y', s aus M und z, u, v aus N erfUllt sind: 
1. Schwache Ordnung: < M x N, :> > ist eme schwache Ordnung. 
2. Unabhangigkeit: Wenn xz ~ yz, dann xu ~ yu; wenn xz ~ xu, dann 
yz ~yu. 
3. Thomsen-Bedingung: Wenn xv rv su und sz rv yv, dann xz rv yu. 
4. Beschrankte Losbarkeit: Wenn yu;;., xz ~y'u, dann gibt es ein r aus 
M derart, daB ru rv xz; das Analoge gilt fur die Komponente N. 
5. Wesentlichkeit jeder Komponente: J ede Komponente, sowohl M 
wie N, hat mindestens zwe1 mcht aquivalente Elemente. 
6. Archimedisches Axiom: Wird hier nicht ausformuliert. Nun be-
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kommt man die folgenden Ergebnisse bezuglich Repnisentation und 
Eindeutlgkelt. 
Theorem fur additiv verbundene Strukturen. Es sel < M, N, > > eme 
additiv verbundene Struktur. Dann glbt es Funktionen CPl bzw. CP2 von M 
bzw. N m die Menge der reellen Zahlen derart, daj3fur alle x, y aus M und 
z, u aus N gilt· CPl (x) + cpz (z) ~ CPl (y) + cpz (u), wenn und nur wenn 
xz :;;;,: yu. Wenn CPl' und cpz' zwei andere Funktionen smd, dle dlese gerade 
angegebene Eigenschaft von CPl und cpz auch haben, dann glbt es Konstan­
ten Cl> 0, /31 und /3z derart, daj3 CPl' = ClCPl + /31 und cpz' = Clcpz + /3z· Am 
Eindeutigkeitstheorem ist interessant, daB zwar der Wechsel in der MaB­
einheit fUr beide Komponenten derselbe ist, aber die Transformations­
konstante /3 mcht fUr beide Komponenten dleselbe zu sein braucht. 
3.4 Geometrzsche Strukturen. Seit Descartes' Entdeckung der analyti­
schen Geometrie zu Anfang des 17. lh. ist die Darstellung geometrischer 
Punkte durch Paare von Zahlen (den Koordinaten) im Fall emer Ebene 
oder durch ein geordnetes Tripel von Zahlen im Fall emes dreldimensio­
nalen Raumes von grundlegender Wichtigkeit sowohl m der Mathema­
tik als in den N aturwissenschaften. 
DIe Auffassung, daB die formale Adaquathelt von Axiomen fUr die 
Geometrie dadurch nachgewiesen wird, daB man ein Reprasentations­
theorem in Form von Koordinatensystemen beweist, schalte sich erst in 
der zwelten Halfte des 19.1h. heraus Das fUr die Entwicklung dieser 
Idee einfluBreichste Werk waren die klassischen "Grundlagen der Geo­
metrie" von David Hilbert. Die Reprasentationstheoreme, die fUr ex­
tensive, Differenzen- und verbundene Strukturen aufgestellt worden 
sind, ahneln in ihrer Form der geometnschen GenerallSlerung auf zwei 
oder drei Dimensionen. 
Die vierstellige Relatlon der Aquidlstanz und der Standardbegriff des 
Dazwischenhegens fUr drei Punkte, dIe auf emer Linie liegen, stellen eine 
adaquate und naturliche Menge von Begriffen fUr die Euklidlsche Geo­
metrie dar. EIlle einfache Menge von Axiomen fur die Euklidische Geo­
metrie hat Alfred Tarski (Geometry) unter Verwendung dieser zwel Be­
gnffe aufgestellt. 
4. Abgeleitete Messung. Die wissenschafthche Erfahrung zeigt, daB die 
meisten Quantitaten, die gemessen werden, nicht fundamental gemessen 
werden. Ihre MeBwerte werden vlelmehr unter Verwendung von MeB­
werten anderer Quantitaten bestlmmt; soIche M en werden als "abgelei­
tete M.en" oder "abgeleltete Skalen" bezeichnet. Vertraute Beispiele 
hierfUr sind: Dichte, defmiert als das Verhaltnis von Masse zu Volu­
men; kmetische Energie, defimert miter Verwendung von Masse und 
Geschwindigkeit; und relative Haufigkeit, definiert als das Verhaltnis 
der Haufigkeit eines bestimmten experimentellen Resultats zur Frequenz 
aller Resultate. 
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Eine formale Theone der abgeleiteten M, in der Wert darauf gelegt 
wird, daB sowohl Repdisentations- als auch Eindeutigkeitstheoreme be­
wiesen werden, 1st m Suppes/Zinnes entwickelt worden. Fiir dIe meisten 
Zwecke ist die Frage nach der Emdeutigkelt der abgeleiteten M. am 
wichtigsten. Dabei gibt es einige Feinheiten der DefimtIon, auf die hier 
nicht eingegangen wird; aber gemaB den meisten Standardversionen 1st 
Dichte - wie oben definiert - eine abgeleitete M., die eindeutig ist bis auf 
AhnhchkeitstransfonnatlOnen, denn das Verhaltnis der Ahnlichkeits­
transformatIon mit der Masse und der Ahnlichkeitstransfonnation mit 
dem Volumen charakterislert die AhnlichkeitstransfonnatlOn mit der 
Dichte. RelatIve Frequenz ist andrerseits eme absolute M., also absolut 
eindeutig. 
Abgeleitete M.en sind - von der Grundlagenforschung aus betrachtet­
nicht so wichtig wie fundamentale M.en, aber vom Standpunkt der all­
taghchen wissenschaftlichen Praxis aus gesehen verhalt es sich gerade 
umgekehrt. 
5. Das Fehlerproblem. Mit Ausnahme der einfachsten Falle gehen M.en 
mit verschiedenen Fehlertypen einher, und es wird allgemein angenom­
men, daB es nicht moglich ist, die ausdriickliche Beriicksichtigung von 
MeBfehlern zu venneiden, wenn die der M. zugrundeliegende Quantitat 
1m Pnnzip kontinuierHch ist. Die Fehler, die bei emplrischen Beobach­
tungen auftauchen, sind - historisch betrachtet - am friihesten in der 
Astronomie klassiflZiert und sowohl begrifflich untersucht als auch 
praktisch beriicksichtigt worden. Traditionell werden vier Arten von 
Beobachtungsfehlern unterschieden. Zunachst sind es die instrumentel­
len Fehler, wie z. B. die Fehler an einem Teleskop, das fUr Beobachtun­
gen verwendet wird; etwa kann die Kalibrierung nicht ganz in Ordnung 
sein. Zweitens gibt es personelle Fehler, die auf personhche Eigenarten 
des menschlichen Beobachters zunickgehen. Drittens glbt es systemati­
sche Fehler. Em Beispiel waren die Fehler, dIe von der unkorrekten 
Berechnung einer Konstanten wie etwa der Llchtgeschwindigkeit her­
riihren. SchlieBlich gibt es noch die Zufallsfehler. Ohne daB man sich 
damit einer besonderen Sichtweise der Grundlagen der (/') Wahr­
scheinhchkeit anschlieBt, stimmt man doch allgemein darin iiberein, 
daB Zufallsfehler solche sind, deren Ursachen nicht verst and en werden. 
Die alternative Moglichkeit, daB Zufallsfehler von zufaJligen Naturer­
schemungen herriihren, die eben keine bestimmten Ursachen haben, ist 
nicht ins Blickfeld der klassischen Physik gelangt. 
Obgleich aIle vier Fehlertypen in der empirischen Arbeit auftauchen 
konnen, ist doch der groBte Teil der theoretischen Bemiihungen den 
Zufallsfehlern gewidmet worden, die zumindest praktisch, wenn nicht 
sogar prinzipiell, als unausrottbar angesehen werden. Die Arbeiten, dIe 
fUr die Theorie der Zufallsfehler die Grundlage bilden, gehen bis in dIe 
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Mitte des 18.lh. zunick; Sle beginnen spatestens mIt einem Artlkel des 
enghschen Mathematikers Thomas Simpson Imlahre 1757, dem grund­
legende Arbeiten von Lagrange, Laplace und GauB folgten. 
Unter den anderen Fehlertypen, die nicht unter diese traditionelle Ein­
tellung fallen, sind dIe vielleicht wichtigsten die Stlchprobenfehler. 
Wenn man z. B. das Verhalten der Wahlerschaft bei der nachsten Wahl 
vorhersagen will, kann man gewohnlich nur einen bestimmten Prozent­
satz der Bevolkerung zur Untersuchung herausgreifen; so wird es beim 
SchluB von dieser Stlchprobe auf dIe Gesamtbevolkerung zu Fehlem 
kommen. DIe Theorie der Stichprobengewinnung und dIe damit ver­
bundenen Probleme des SchluBfolgems haben in der modemen mathe­
matischen (/') Statlstik viel Aufmerksamkeit erfahren. 
6. Das Problem der Smnhaftigkeit. Es wird auf einer intuitiven Basis 
weithin anerkannt, daB bestimmte Arten numerischer Aussagen, die 
M.en wiedergeben sollen, wortwortlich genommen, nicht "sinnvoll" 
smd. Wenn ich z.B. sage,jemand wiege 150, und wenn ich keine beson­
dere MaBeinheit angebe oder in der Unterhaltung voraussetze, dann 
kann dieser Behauptung kein klarer Sinn zugeordnet werden. Ahnlich 
laBt sich der Aussage, daB das Volumen eines Behalters 25,4 ist (ohne 
daB ich die MaBeinheit spezifiziere oder mir dazudenke), keme wohlde­
fimerte Bedeutung zuschreiben; sie kann daher mcht m einer sinnvollsn 
Weise fUr zusatzliche empirische Vorhersagen oder Beo bachtungen ver­
wendet werden. 
Ein Problem, das wegen seiner Umstrittenheit von groBerer Wichtigkeit 
ist, besteht darin, ob die gewohnlichen probabilistischen Berechnungen 
von Durchschnitten und Varianzen fUr Verteilungen sinnvoll sind, wenn 
die dafUr verwendeten Zahlen weiter nichts als Ordinalzahlen sind. 
Bin Losungsversuch, der ziemlich detailliert in Suppes/Zinnes ent­
wickelt worden ist, geht dahin, daB eine numensche Aussage sinnvoll ist, 
wenn und nur wenn ihr Wahrheitswert unter allen zulassigen Transfor­
mationen der Skala, auf der die in dieser Aussage angesprochenen MeB­
werte liegen, konstant bleibt. Wenn man dieses Kriterium benutzt, dann 
konnen folghch Zahlen, die auf Grund von rein ordinalen Uberlegun­
gen gewonnen worden sind, mcht auf eine sinnvolle Weise zur Berech­
nung der Varianz einer Verteilung herangezogen werden. Bin verwand­
ter, aber verschiedener Losungsversuch kann in Luce gefunden werden; 
dort wird gefordert, daB eine numerische Relation invariant sein soIl 
unter den Automorphismen der reprasentierenden numerischen Rela­
tlonenstruktur. 
Obgieich es in der zeitgenossischen Wissenschaftsphilosophie eme um­
fangreiche Diskussion der Sinnhaftigkeit gIbt, ist die diesbezugliche de­
tailherte, technische Erorterung innerhalb der MeBtheorie von den Phi­
losophen kaum zur Kenntnis genommen worden, obwohl die begriffli-
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chen Entscheidungen praktische Konsequenzen fUr die Anwendbarkeit 
der Statistik haben. 

Literaturauswahl: Frisch, R.: Sur un Probleme d'Economie Pure. In: Norsk 
Matematisk Forenings Skrifter 1 (1926), 1-40. - Ders.: New Methods of Measur­
ing Margmal Utility. In: Siebeck, P (Hrsg.): Beitrage zur Okonomischen Theo­
rie. Tiibingen 1932. - Helmholtz, H v.: Zahlen und Messen erkenntms-theore­
tisch betrachtet. In: Philosophische Aufsatze Eduard Zeller gewidmet Leipzig 
1887. - Hilbert, D.: Grundlagen der Geometne. In: Festschrift zur Feler der 
Enthiillung des GauB-Weber-Denkmals m Gottingen. LeIpzig 1899 - Holder, 
0.: Die Axiome der Quantitat und die Lehre vom MaB. In: Ber. Verh. Kg!. 
Sachs. Ges. WISS LeIpzIg, Math.-Phys. Classe 53 (1901), 1-64. - Krantz, 
D.lLuce, R. D.lSuppes, P.lTversky, A.: FoundatIons of Measurement Bd. 1. 
New York 1971 - Luce, R. D : DimenSIonally Invanant Numencal Laws Corre­
spond to Meaningful Qualitative RelatIOns. In: Philosophy of SCIence 45 (1978), 
1-16. - Orth, B.: Einflihrung m die Theorie des Messens. Stuttgart 1974. - Ro­
berts, F S.lLuce, R. D.: Axiomatic ThermodynamICs and Extensive Measure­
ment. In: Synthese 18 (1968), 311-326. - Scott, D.lSuppes, P.: Foundational 
Aspects of Theones of Measurement. In: Journal of SymbolIc Logic 23 (1958), 
113-128. - Suppes, P.lZmnes, J L.: Basic Measurement Theory. In: Luce, 
R. D.lBush, R. R.!Galanter, E. H. (Hrsg.): Handbook of Mathematical Psycho­
logy. Bd. 1. New York 1963, 3-76 - TarskI, A.: What IS Elementary Geometry? 
In: Henkm, L /Suppes, P.lTarskI, A. (Hrsg.). The AxiomatIc Method. Amster­
dam 1959, 16-29. P. Suppes 



Observable 464 

Observable. In def Bliitezeit des loglschen (/) Positivismus 
man, daB theoretische Terme von Beobachtungstermen ge1:relmt 
werden konnten. Von diesem Standpunkt aus entsprachcn tlC()lJaCh­
tungsterme den beobachtbaren Dingen oder O.n, und verschiedene 
Theorien wurden fiiI solche Terme vorgeschlagen. 
Eine Auffassungswelse war phanomenologisch: Sinnesdaten seien die 
unmlttelbar beobachtbaren Phanomene (/' Phanomenalismus). Eme 
andere, vemunftigere Auffassungsweise war die des (/) Physikalismus, 
gemaB dem es die gewohnlichen Eigenschaften physischer Objekte sei­
en, die direkt beobaehtbar waren. Derzeit glbt es keine vorherrsehende 
Ansleht damber, welche Eigenschaften oder Beziehungen O. sind und 
welche nicht. In einem gegebenen Experimentierberelch, der hat 
auf eine gegebene Menge von Theorien, pflegt man zwar ZWI-

schen Beobachtungstermen und Nicht-Beobachtungstermen zu unter­
scheiden, aber von dieser Unterscheidung wiirde mcht bel1aulpt(~t 
den, sie sei von groBer philosophlscher oder methodologischer 
te (/' Beobaehtung). 
In der 1St der Begriff der O.n spezifischer und technischer: Bine 
O. ist das einer physlkalischen Messung Vertraute O. slUd 
somlt PosItion, Energie etc. In der Quantenmechamk wird dIe 
Algebra der O.n noch spezifischer - in Form von Teilraumen elUes 
Hilbert-Raumes charakterisiert. 
Allgememer: es gibt eine enge Bezlehung zwischen dem Begriff der O.n 
und dem der Zufallsvariablen lU der allgemeinen Wahrsehemliehkeits­
theorie (/' Wahrseheinlichkeit). P. Suppes 




